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PRATARMĖ 


Jau nuo VI klasės funkcijos, jos grafiko, išvestinės ir inte- 
gralo sąvokos yra vidurinės mokyklos matematikos dėmesio cent- 
re. Mokiniai sužino, kad yra rodiklinė, logaritminė ir trigono- 
metrinė funkcija. Jie mokosi šių funkcijų savybių, susipažįsta su 
išvestine bei integralu, sprendžia ekstremumo uždavinius ir t. t. 
Tačiau mokyklos vadovėlyje neįmanoma išsamiau parodyti, kokie 
įvairūs yra uždaviniai, kurie sprendžiami vartojant funkcijos są- 
voką ir galingą diferencialinio bei integralinio skaičiavimo apa- 
ratą. Taip pat nėra laiko aiškinti, kaip atsirado ir toliau plėtojosi 
šie matematikos skyriai. 

Skaitytojams siūloma knyga — tai pasakojimas apie mokyk- 
loje nagrinėjamų funkcijų ir su jomis susijusių sąvokų praktinį 
taikymą. Į šią knygą taip pat įtraukta daug matematikos isto- 
rijos klausimų. Knyga sudaryta iš septynių skyrių, kuriuose nag- 
rinėjamas funkcijos sąvokos atsiradimas ir plėtojimasis, kūgių 
pjūvių savybės, diferencialinio ir integralinio skaičiavimo pagrin- 
dinių idėjų raida, optimizavimo uždavinių sprendimas, rodiklinės 
funkcijos savybės ir taikymas, trigonometrinės funkcijos bei svy-. 
ravimai ir pagaliau kai kurie klausimai, susiję su kompleksinio 
kintamojo funkcijomis: 

Autorius stengėsi, kiek galėjo, neapkrauti dėstymo skaičiavi- 
mais, kad pasakojimas nebūtų formalus. Tačiau jis nevengė klau- 
sima suprasti padedančių samprotavimų ir vaizdžios „begalinių 
mažybių kalbos“, tokios populiarios praeityje ir vėliau paniekin- 
tos dėl nepakankamo griežtumo. Tokį požiūrį, autoriaus nuomone, 
pateisina žodžiai garsaus rusų mokslininko akademiko A. Kry- 
lovo, kuris siūlė „nelaikyti nepakankamai „griežtu“ 16-mečiam 
gimnazistui. to, kuo Niutonas pagrindė visą šiuolaikinį mokslą 
apie Visatą ir ką jis laikė neginčytinų pasaulio sandaros įrodymų 
pamatu“, o įrodymų griežtumą vadino „mokslo pergale prieš svei- 
ką protą“. Analogiškų pažiūrų buvo ir tokie fizikai, kaip Albertas 
Einšteinas, akademikas L. Landau bei daugelis kitų. 


N. Vilenkinas 


I SKYRIUS 
KAIP ATSIRADO IR PLĖTOJOSI FUNKCIJOS SĄVOKA 


1. Raštininkai ir lentelės. Funkcijos sąvokos priešistorija sie- 
kia tą tolimą epochą, kai žmonės pirmą kartą suprato, kad reiš- 
kiniai susieti tarpusavyje. Jie dar nemokėjo skaičiuoti, bet jau 
žinojo, kad, kuo daugiau pasiseka sumedžioti elnių, tuo ilgiau 
genčiai negresia badas, kuo stipriau įtempta lanko temple, tuo 
toliau nuskrieja strėlė, kuo ilgiau dega laužas, tuo šilčiau oloje. 

Vystantis gyvulininkystei, žemdirbystei, amatams bei mai- 
nams, padaugėjo ir žmonėms žinomų dydžių priklausomybių. Dau- 
gelis jų reiškiamos skaičiais. Todėl jas galima buvo formuluoti 
žodžiais „keliais vienetais daugiau“, „keliais vienetais mažiau“, 
„tiek kartų daugiau“. Jei už vieną jautį duodamos 6 avys, tai 
du jaučiai mainomi į 12 avių, o trys — į 18 avių; jei iš vieno 
kibiro molio pagaminami 4 puodai, tai iš dviejų kibirų molio 
galima pagaminti 8 puodus, o iš trijų kibirų — 12 puodų. Toks 
skaičiavimas sudarė prielaidas dydžių proporcingumo sąvokai at- 
sirasti. 

Tais laikais retai kada tekdavo susidurti su sudėtingesnėmis 
priklausomybėmis. Tačiau atsiradus pirmosioms civilizacijoms, 
susikūrė didesnės (tų metų mastais) armijos, prasidėjo gigantiš- 
kų piramidžių statyba. Prireikė raštininkų, kurie suskaičiuotų mo- 
kesčių įplaukas, apskaičiuotų, kiek reikės plytų rūmų statybai, 
kiek reikės paruošti maisto tolimiems žygiams. Viena raštininkų 
karta perduodavo kitai uždavinių sprendimo taisykles. Kuo ge- 
riau raštininkas sugebėdavo juos spręsti, tuo didesnės pagarbos 
nusipelnydavo. 

Stai laiškas, kurį egiptiečių raštininkas pasiuntė mažiau mo- 
kytam kolegai: 

„Aš noriu paaiškinti tau, ką reiškia, kai sakai: „Aš raštinin- 
kas, įsakantis kariuomenei“. Tu ateini pas mane, klausi apie at- 
sargas kareiviams ir prašai: , Apskaiciuok tai“. Tu palieki darbą, 
ir mano pečius užgula našta — mokyti tave, kaip tą darbą pada- 
ryti. Aš įstumiu tave į aklavietę, kai atnešu tau tavo pono pa- 
liepimą, tau — jo karališkajam raštininkui... išmintingam rašti- 
ninkui, paskirtam vadovauti kariuomenei. Reikia pastatyti pylimą 
730 uolekčių ilgio ir 55 uolekčių pločio. Jis sudarytas iš 120 dė- 
žių ir padengtas skersinėmis sijomis bei nendrėmis. Viršutinio 
galo aukštis 60 uolekčių, o vidurio — 30 uolekčių; jo nuolydis — 
dukart po 15 uolekčių, o danga — 5 uolektys. Klausiama karve- 
džių ir visų raštininkų, kiek reikės plytų. Nė vienas nežino. Visi 
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pasikliauja tavimi ir sako: „Tu sumaningas raštininkas, mano 
е greičiau apskaičiuok tai. Tavo vardas garsėja: Kiek reikia 
plytų?“ >. 

Norint išspręsti tokį uždavinį, reikėjo žinoti, kaip geometrinės 
figūros tūris priklauso nuo matmenų, reikėjo mokėti įvertinti py- 
limo nuolydį. Kai kurie egiptiečių uždaviniai liudija, kad tuo 
metu mokėta apskaičiuoti netgi piramidės tūrį. 

"Aukštą lygį matematika pasiekė Senovės Babilone. Norėdami 
palengvinti skaičiavimą, babiloniečiai sudarė skaičių atvirkštinių 
reikšmių lenteles, skaičių kvadratų ir kubų lenteles ir netgi skai- 
čių kvadratų ir jų kubų sumos lenteles. Kalbant šių dienų kalba, 
tai buvo funkcijų 


у= L, у= ж, у= х3, у= х? +x 


reikšmių lentelės. 

Naudodamiesi tokiomis lentelėmis, babiloniečiai galėjo spręsti 
ir atvirkštinius uždavinius — žinodami kubo tūrį, rasti kraštinės 
ilgį, t. y. galėjo traukti kubines šaknis. Jie netgi mokėjo išspręsti 
lygtį х?+х2-=а. Babiloniečiai turėjo ir dviejų kintamųjų funkcijų, 
pavyzdžiui sudėties ir daugybos, lenteles. Naudodamiesi įvairio- 
mis lentelėmis, jie galėjo apskaičiuoti įžambinės ilgį, kai žinomas 


statinių ilgis, t. y. rasti funkcijos z= V x2?--y? reikšmes. 

Suprantama, kelias nuo lentelių atsiradimo iki bendros funk- 
cinės priklausomybės sąvokos sukūrimo buvo dar labai ilgas, bet 
pirmieji žingsniai šiuo keliu jau žengti. 

Senovės Graikijoje mokslas įgijo kitokį pobūdį negu Egipte 
ir Babilone. Atsirado profesionalų mokslininkų, kurie sprendė ma- 
tematikos problemas, griežtai logiškai samprotaudami, stengėsi iš 
vienų teiginių gauti kitus. Daugelis teiginių, kuriuos nagrinėjo 
senovės graikų matematikai, taip pat galėjo padėti atsirasti funk- 
cijos sąvokai. Jie sprendė brėžimo uždavinius ir tyrė, kokios turi : 
būti sąlygos, kad uždavinys turėtų sprendinį, kiek gali būti šio 
uždavinio sprendinių ir t.t. Senovės graikai rado daug Egipto 
ir Babilono raštininkams nežinomų kreivių, tyrė skritulio, elip- 
sės bei kitų kreivių skersmenų ir stygų atkarpų priklausomybes. 

Bet visgi senovės graikų matematikai nesukūrė bendrosios 
funkcijos sąvokos. Galbūt čia turėjo įtakos tai, jog į praktinį 
matematikos taikymą jie žiūrėjo iš aukšto. Viena mūs pasiekusi 
legenda pasakoja: kažkoks žmogus paprašė Euklido išmokyti jį 
geometrijos ir paklausė: „О kokią praktinę naudą aš turėsiu, 
išmokęs visas šias teoremas?“ Euklidas atsakė, kreipdamasis į 
savo vergą: „Duok jam obola (smulkią graikišką monetą), varg- 
šelis atėjo ieškoti naudos“. 

Praktinius matematikos klausimus Graikijoje daugiau tyrinėjo 
astronomai. Jie sugalvojo ilgumą ir platumą, kuriomis nustaty- 
davo žvaigždžių padėtį dangaus skliaute. Astronomams teko 
spręsti sferinius trikampius. Tai buvo sferinés trigonometrijos 
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pradžia, sukurta anksčiau negu plokštumos trigonometrija. Tri- 
gonometrijos uždaviniams spręsti sudarytos stygos ilgio ir lanko 
didumo, į kurį ši styga remiasi, priklausomybės lentelės. Tai jau 
buvo funkcijos y=sin x lentelės (stygos, kuri remiasi į 2x didu- 
mo lanką, ilgis lygus 2Rsin x). 

Kai 529 metais bizantiečių imperatorius Justinianas, grasinda- 
mas mirties bausme, uždraudė matematinius tyrimus (juose jis 
įžvelgė pagonių mokslo, besipriešinančio krikščionybei, palikimą), 
mokslinių tyrimų centras persikėlė į arabų šalis. Arabų moksli- 
ninkai sukūrė naujas trigonometrines funkcijas ir patobulino Pto- 
lemėjaus sudarytas stygų lenteles. Naudodami trigonometrines 
lenteles, jie interpoliuodavo, t.y. „skaitydavo tarp lentelės eilu- 
čių“. Dažniausiai vartodavo tiesinį interpoliavimą, tardami, kad 
tarp dviejų žinomų reikšmių funkcija kinta tiesiškai. Bet XI a. 
gyvenęs chorezmietis al Birunijus sukūrė tikslesnį interpoliavimo 
būdą, kuriuo nagrinėjamoji funkcija keičiama kvadratine. Sj būdą 
jis taikė tik sinusų ir tangentų lentelėms, tačiau nurodė, kad jį 
„galima taikyti visoms lentelėms“. Čia pirmą kartą randame min- 
tį apie „visas lenteles“, t. y. apie įvairias dydžių priklausomybes. 

2. Grafinis priklausomybių vaizdavimas. Bendrosios priklau- 
somybės pradėtos tirti XIV amžiuje. Viduramžių mokslas buvo 
scholastiškas. Teiginius mokslininkai grįsdavo ne bandymais, o 
Aristotelio ir Platono veikalų citatomis arba šventraščio sakmė- 
mis. Esant tokiam „mokslinių diskusijų“ stiliui, nelikdavo vietos 
kiekybinėms priklausomybėms nagrinėti, būdavo kalbama tik apie 
daiktų kokybę ir jų savitarpio ryšį. Bet scholastų gretose atsirado 
mokykla, tvirtinusi, kad kokybė gali būti daugiau arba mažiau 
intensyvi (į upę įkritusio žmogaus rūbai šlapesni negu sulyto). 

Prancūzų mokslininkas Nikola Oresmas pradėjo intensyvumą 
vaizduoti atkarpos ilgiu. Tiesei statmenų atkarpų galai sudarė 
liniją, kurią jis pavadino „intensyvumo linija“ arba „viršutinio 
krašto linija“. Šiuolaikinis skaitytojas iš karto suvoks, kad ji 
yra atitinkamos funkcinės priklausomybės grafikas. Oresmas nag- 
rinėjo netgi „plokščias“ ir „erdvines“ kokybes, t. y. funkcijas, pri- 
klausančias nuo dviejų arba trijų kintamųjų. 

Svarbus Oresmo laimėjimas — bandymas klasifikuoti gautuo- 
sius grafikus. Jis išskyrė tris kokybių rūšis: folygias (t.y. pa- 
stovaus intensyvumo), tolygiai netolygias (kurių intensyvumo ki-- 
timo greitis pastovus) ir netolygiai netolygias (visos kitos), o 
taip pat išaiškino tokių kokybių grafikų būdingąsias savybes. 

Oresmo bei jo pirmtako Suainschedo darbuose sutinkamos mo- 
mentinio greičio ir pagreičio sąvokos. Geometriškai samprotau- 
damas, Oresmas rado kelią, kurį nueina tolygiai greitėjantis kū- 
nas. Jis tiksliai neapibrėžė momentinio greičio ir pagreičio, bet 
suvokė, kad tolygiai greitėjančio kūno nueitą kelią galima geo- 
metriškai pavaizduoti trikampio plotu. 

Oresmo idėjos žymiai pralenkė tuometinio mokslo lygį. No- 
rint jas plėtoti, reikėjo išmokti dydžių priklausomybes reikšti ne 
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tik grafiškai, bet ir formulėmis. O raidžių algebros tuo metu 
nebuvo. Tik po to, kai XVI a. buvo sukurta raidžių algebra, pa- 
vyko žengti dar vieną žingsnį plėtojant funkcijos sąvoką. | 

3. Kintamieji dydžiai. XVI ir XVII a. gamtos moksle įvyko 
revoliucija, iš esmės pakeitusi ne tik techniką, bet ir žmonių 
eng E Po to, kai Kopernikas, „sustabdęs Saulę ir paju- 
dines Žemę“, sukūrė heliocentrine sistemą, jau nebuvo galima tikė- 
ti, kad Žemė — Visatos centras, o šventraščio sakmės — neklai- 
dingos. Atrodė, kad pasaulis nukrito nuo ramsčių, kad trūksta 
stipriausieji ryšiai. 

Astronomija, iki šiol tarnavusi astrologijai (pseudomokslui, 
kuris bandė pagal planetų ir žvaigždžių padėtį pranašauti žmo- 
nių ir valstybių likimą), pradėjo beveik kasdien teikti naujų Zi- 
nių apie pasaulį — žmonės sužinojo apie Jupiterio palydovus, 
Veneros fazes, Saulės dėmes ir t. t. Inžinieriai išrado naujas ma- 
šinas, patobulino laikrodį, jūreiviai grįždavo. iš tolimų klajonių 
ir pasakodavo apie naujus kontinentus bei paslaptingus kraštus, 
kuriuos atrado keliaudami. 

Visa tai pakeitė žmonių pasaulėžiūrą — jie pradėjo pasaulį 
traktuoti ne kaip dieviškosios valios pasireiškimą, o kaip mecha- 
nizmą, valdomą tam tikrų dėsnių. Pagrindinis mokslo uždavi- 
nys — atrasti šiuos dėsnius, išreikšti juos matematikos terminais. 
Matematikai iškilo nauji uždaviniai, neįveikiami to.meto mokslui, 
nagrinėjusiam tik pastovius, nejudančius objektus. Reikėjo naujų 
matematinių metodų, kuriais galima būtų apibūdinti nuolat judan- 
tį ir permainingą pasaulį. 

Vienas pirmųjų apie tokius uždavinius susimąstė dinamikos 
pradininkas Galilėjas Galilėjus (1564—1642). Jis nagrinėjo, kaip 
kinta krintančio kūno greitis, kaip juda ratlankio taškas, kaip svy- 
ruoja: svyruoklė. Tačiau jam pavyko išspręsti šių uždavinių tik 
paprasčiausius atvejus. Norint sukurti judėjimo tyrimo matema- 
tinį aparatą, prireikė kintamojo dydžio sąvokos. | 

Sia sąvoką į mokslą įvedė prancūzų filosofas ir matematikas 
René Dekartas (1596—1650). Dekarto gyvenimas iki tol, kol pra- 
dėjo mokslinius tyrimus, buvo gana audringas: baigęs jėzuitų ko- 
ledžą, jis iš pradžių gyveno lengvabūdį aukštuomenės gyvenimą 
Paryžiuje, po to tapo olandų karvedžio Morico iš Nasau kariuo- 
menės samdiniu, kovėsi trisdešimt metų trukusio karo mūšiuose, 
o grįžęs į Prancūziją, dalyvavo hugenotų tvirtovės. Larošelė, pa- 
žįstamos skaitytojams iš. Aleksandro Diuma romano „Trys muš- 
kietininkai“, apsiaustyje. Bet paskui jis paliko karinę tarnybą ir 
pasinėrė į mokslinius tyrimus. | 

Dar tarnaujant kariuomenėje, Dekartui gimė idėja sujungti 
algebrą ir geometriją bei išryškinti kintamųjų dydžių vaidmenį. 
Jo darbų reikšmę Fridrichas Engelsas apibūdino taip: 

„Posūkio taškas matematikoje buvo Dekarto kintamasis dydis. 
To dėka į matematiką įžengė judėjimas ir dialektika ir dėl to pa- 
sidarė tuojau reikalingas diferencialinis ir integralinis skaičiavi- : 
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mas, kuris netrukus ir atsiranda ir, aplamai imant, Niutono ir 
Leibnico yra užbaigtas, o ne išrastas“ !. 

Dekartui pavyko iškopti iš bedugnės, kuri nuo senovės graikų 
matematikos laikų skyrė geometriją ir aritmetiką. Kai Pitagoro 
mokykla atrado nebendramates atkarpas, buvo uždrausta skaičius 
vartoti geometrijoje. Vietoj jų graikų matematikai naudojo atkar- 
pų, plokščių figūrų ir erdvinių kūnų santykius, neišreikšdami šių 
santykių skaičiais. Veiksmus su skaičiais tokioje geometrinėje al- 
gebroje jie pakeitė veiksmais su santykiais; skaičių sandaugą 
graikai laikė stačiakampio, nubraižyto ant duotųjų atkarpų, plotu, 
o trijų skaičių sandaugą — stačiakampio gretasienio tūriu. Su- 
prantama, šioje algebroje nebuvo jokios kalbos nei apie daugiau 
kaip trijų skaičių sandaugą, nei apie „plotų“ ir „tūrių“ sudėtį. 
ПІ a. gyvenęs graikų matematikas Papusas rašė: „... nėra nieko, 
kas turėtų daugiau kaip tris matmenis. Tačiau neseniai prieš mus 
раа išsireikšti panašiu būdu, nenurodant, beje, ką nors aiš- 

aus“. 

Norėdamas išiaisvinti algebra nuo nebūdingos jai geometrijos 
kalbos, Dekartas sugalvojo fiksuotą vienetinę atkarpą ir pradėjo 
nagrinėti kitų atkarpų santykį su ja. Iš esmės šis santykis buvo 
ne kas kita, kaip teigiamas realusis skaičius. Laikantis šio požiū- 
rio, dviejų skaičių x ir y sandaugą pavyko išreikšti ne stačiakam- 
pio, kurio kraštinės x ir y, plotu, o atkarpos ilgiu z, apskaičiuo- 
jamu iš proporcijos 2:x—9g:1. Dėl to galima buvo nagrinėti ir 
nehomogeninius reiškinius, pavyzdžiui x--2y?, xyz-4-x?y?. 

Dekartas manė, kad pažinimo pagrindą sudaro vienodos pri- 
gimties daiktų palyginimas, ju matavimas, o „žmogiškojo meno“ 
pagrindinis vaidmuo — susieti ieškomuosius ir žinomuosius daik- 
tus lygtimis. Daiktų santykis buvo išreiškiamas jų matų santy- 
kiu, t. y. realiaisiais skaičiais. Kartu dydžių priklausomybės pradė- 
tos reikšti skaičių priklausomybémis. Tai buvo netiesiogiai išreikš- 
ta skaitinio argumento skaitinės funkcijos idėja. 
Rašydamas dydžių priklausomybes, Dekartas pradėjo vartoti 

raides. Operacijas su dydžiais atitiko operacijos su raidėmis. Per- 
tvarkant vieną priklausomybę į kitą, jau nereikėjo rašyti grioz- 
diškų proporcijų, nagrinėti panašiųjų trikampių ir transtormuoti 
geometrinių figūrų. Užteko pagai tvirtai nustatytas taisykles al- 
gebriškai pertvarkyti priklausomybes, be to, tai buvo atliekama 
bendriausia išraiška. 

4. Kreivės ir lygtys. Žinomų ir nežinomų dydžių santykį De- 
kartas išreikšdavo lygtimi. Kad būtų vaizdu, jis visus dydžius 
pakeisdavo atkarpų ilgiu. Iš esmės tai buvo koordinačių metodo 
pamatas. Kaip jau minėjome, dar graikų astronomai žvaigždžių 
padėtį dangaus skliaute nusakydavo ilguma ir platuma. Tačiau 
Dekartas pradėjo geometriškai vaizduoti ne tik skaičių poras, bet 
ir lygtis, siejančias tuos skaičius. Tuo pat metu, kaip ir Dekartui, 


"Engelsas F. Gamtos dialektika. — V., 1960, p. 190. 


mintis apie lygčių ir kreivių atitiktį kilo kitam prancūzų mate- 
matikui — Pjerui Ferma (1601—1665). Jis buvo Tulūzos parla- 
mento tarėjas ir matematika domėjosi tik laisvalaikiu, tačiau 
gavo daug puikių rezultatų iš skaičių teorijos ir kitų matematikos 
sričių. 

Dekarto ir Ferma darbų įtakoje susiformavo analizinė geomet- 
rija — nauja matematikos šaka, kurioje kreivės tiriamos ne geo- 
metriniais metodais, o nagrinėjant lygtis. 

5. Algebrinės ir transcendentinės kreivės. XVII a. pradžioje 
matematikai žinojo tokias kreives, kaip elipsė, hiperbolė, parabolė 
ir kt. Tačiau tuo metu dar nebuvo bendro kreivių tyrimo metodo, 
ir todėl kiekvienos kreivės nagrinėjimas tapdavo sudėtingu moks- 
liniu darbu. 

Dekarto ir Ferma atradimai parūpino matematikams metodą 
naujoms kreivėms gauti ir tyrinėti — reikėjo parašyti kreivės lygtį 
ir, išnagrinėjus ją, daryti išvadas. Dekartas 1638 metais sugal- 
vojo naują kreivę, kurios lygtis x?4-y?—3axg-0, a>0 (1- pav.). 
Ji šiandien vadinama Dekarto lapu. Įdomu štai kas: algebroje De- 
kartas vartojo ne tik neigiamuosius, bet ir menamuosius skaičius, 
tačiau nenagrinėjo koordinačių neigiamųjų reikšmių. Iš pradžių 
Dekarto lapas buvo laikomas simetrišku koordinačių ašių atžvil- 
giu (2 pav.), t. y. brėžiama kreivė |x|?-- |y|3—3a|xy| =0. Galu- 
tinai kreivės formą išaiškino tik po pusamžio K. Heigensas 
(1629—1695) ir Johanas Bernulis (1667—1748). 

Dekarto lapas, elipsė, hiperbolė, parabolė yra algebrinės krei- 
vės. Taip vadinamos kreivės, reiškiamos lygtimis P(x, y) =0; čia 
P (х, у) — kintamųjų x ir y daugianaris. Bet jau Galilėjus ir De- 
kartas tyrinėjo cikloidę — kreivę, kurią brėžia ratlankio taškas, 
kai ratas neslysdamas rieda tiesiu keliu (arba, matematiškai ta- 
riant, tiese riedančio apskritimo taško trajektoriją). Sia kreivę 
sudaro be galo daug arkų, kurių kiekviena atitinka pilną rato 


1 pav. 2 pav. 


AM=|0A| 


3 pav. 


apsisukimą (3 pav.). Galima įrodyti, kad cikloidės vienos arkos 
lygtis tokia: 


r 


x=r arccos 22 — V2ry—y?. 


Kadangi šioje lygtyje yra atvirkštinė trigonometrinė Ы, {аі 
cikloidė nėra algebrinė kreivė. 

Nealgebrinėms kreivėms negalima taikyti Dekarto sukurtų 
algebrinių metodų. Todėl jos pavadintos transcendentinėmis krei- 
vėmis (lotyniškai „transcendens“ — išeinantis už ribų). Kai ku- 
rias transcendentines kreives žinojo dar senovės graikų mate- 
matikai. Pavyzdžiui, Archimedas, spręsdamas apskritimo ištiesi- 
nimo uždavinį (nubrėžti atkarpą, kurios ilgis būtų lygus šio aps- 
kritimo ilgiui), nubraižė ypatingą spiralę, apibrėžęs ją mechaniš- 
kai kaip tolygiai spinduliu slenkančio taško trajektoriją. Šis spin- 
dulys kartu tolygiai sukasi apie savo pradžią (4 pav.). 

Kitas kinematinės kilmės kreives teko nagrinėti astronomams. 
Žinome, kad didysis senovės astronomas Ptolemėjus, bandydamas. 
paaiškinti planetų judėjimą 
danguje, sugalvojo sudėtingą 
pasaulio sistemą. Jis manė, kad ' 
Visatos centras yra Žemė, o pla- 
netos tolygiai sukasi apskri- 
timais, kurių centrai drauge to- 
lygiai sukasi aplink Zemę. Jei 
nubraižytume šias trajektorijas,. 
atsirastų grįžtamieji judesiai 
bei kilpos, kurias ir norėjo: pa- 
aiškinti Ptolemėjus. Panagri- 
nėjus tiksliau, paaiškėjo, jog 
Ptolemėjaus teorija nesutampa 
su stebėjimų rezultatais, todėl 
teko pridėti trečiuosius apskri- 
timus, o paskui net ir ketvirtuo- 


sius. Susidarė tokia apskritimų krūva, kurioje sunku susigaudyti. 
Karalius Alfonsas X, kuriam pabandė paaiškinti Ptolemėjaus sis- 
temą, pasakė: „Gaila, kad manęs nebuvo, kai dievas tvėrė pa- 
saulį: būčiau jam pataręs padaryti jį paprastesnį“. Dėl tokio 
nepagarbaus pareiškimo jis vos neatsisveikino su karūna — buvo 
apkaltintas dievo niekinimu. 

Tačiau ne tik „dangiškosios“ priežastys privertė matematikus 
tyrinėti įvairias kreives. Daug kreivių teko nagrinėti ir dėl visai 
žemiškų rūpesčių. Kartografus domino meridianų ir lygiagrečių 
forma, kai Žemės rutulys įvairiais būdais projektuojamas į plokš- 
tumą, jūrininkus — linija, kuria plaukdamas laivas visus meri- 
dianus kerta vienodu kampu, inžinierius — dantračių, kumštinių 
mechanizmų ir kitų mašinų detalių kontūrai, o taip pat sraigtinės 
kreivės bei paviršiai ir t. t. | 

Pavyzdžiui, Archimedo spirale tolygų sukamąjį judėjimą ga- 
lima pakeisti tolygiu grįžtamai slenkamuoju judėjimu. Dėl to 
reikia pagaminti ekscentriką, kurio profilį sudaro du Archimedo 
spiralės lankai (5 pav.). Tolygiai sukantis ekscentrikui, strypas 
NM, kurio galas slenka ekscentriko profiliu, tolygiai juda tai aukš- 
tyn, tai žemyn (Archimedo spiralėje atstumas |OM| proporcingas 
posūkio kampo didumui). 

Toks ekscentrikas turi trūkumą — dėl susmailėjimo spiralių 
susikirtimo taške judančio taško greitis, pakeitus kryptį, kinta 
šuoliškai. Tai sukelia smūgius ir greičiau suardo mašiną. Todėl 
pirmumas teikiamas glodiems ekscentrikams, turintiems vadina- 
mosios Paskalio sraigės kontūrą. Sią kreivę gautume, jei iš taško 
O, esančio apskritimo viduje, nuleistume statmenis į kiekvieną 
apskritimo liestinę ir kreive sujungtume šių statmenų pagrindus 
(6 pav.). Kai ekscentriko. kontūras yra Paskalio sraigė, greitis 
kinta tolygiai, be to, tolygus sukamasis ekscentriko judėjimas pa- 
keičiamas strypo harmoniniais svyravimais (juos nagrinėsime 
VI skyriuje). 


6 pav. 
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Atradus logaritmus, pradėtos nagrinėti logaritminių ir rodik- 
linių priklausomybių grafikų savybės. Mechanikos uždaviniai rei- 
kalavo rasti kabančio lyno (vadinamosios grandininės kreivės) 
forma. Ieškodamas kreivės, kurios lanko ilgis proporcingas spin- 
duliui vektoriui, Dekartas atrado logaritminę spirale. Per XVII a. 
atrasta daugiau kreivių negu per visą ankstesnę matematikos is- 
toriją, todėl prireikė bendrų sąvokų, kurios leistų vienodai trak- 
tuoti bei nagrinėti tiek algebrines, tiek ir transcendentines krei- 
ves, tiek trigonometrines, tiek ir logaritmines priklausomybes. 
Tokių bendrų sąvokų, kaip išvestinė, integralas, begalinė eilutė, 
sukūrimas reiškė naują matematikos etapą — diferencialinio ir 
integralinio skaičiavimo atradimą. Sj klausimą nagrinėsime III 
skyriuje, o čia papasakosime, kaip buvo įvesta bendroji funkcijos 
sąvoka ir kaip ji vėliau kito. . 

6. Termino gimimas. Kai į mokslą atėjo kintamieji dydžiai, 
buvo išnagrinėtos judančių taškų trajektorijos, suklestėjo skai- 
čiavimo matematika ir buvo sukurta raidžių algebra, mokslininkai 
atkreipė dėmesį į dydžių. atitiktis. Panaudojus koordinates, šias 
atitiktis pavyko pavaizduoti grafiškai. Matematika tapo gamtos“ 
mokslų kalba, be to, formuluojant gamtos dėsnius, buvo naudo- 
jamos ne tik algebrinės, bet ir trigonometrinės funkcijos. 

„Geometrijoje“ Dekartas rašė: „Suteikdami linijai! y begalinę 
reikšmių aibę, rasime be galo daug x reikšmių, taigi ir be galo 
daug įvairių taškų ...; jie sudarys reikalingą kreivę“. Čia aiškiai 
išreikšta dydžių y ir x funkcinės priklausomybės, jos geometrinio 
vaizdo arba, kaip sakytume šiandien, funkcijos grafiko idėja. 

Tačiau Dekartas, kaip ir jo amžininkai, funkcijos sąvoką for- 
mulavo geometriškai arba mechaniškai. Mat funkcijų, kurias to 
meto matematikai vartojo fizikos dėsniams reikšti, žinota labai 
mažai. Net logaritmai buvo laikomi tik skaičiavimo priemone, o 
ne logaritminės funkcijos reikšmėmis. Norint vienodai traktuoti 
M eil dydžių priklausomybes, reikėjo sukurti naują bendrą sa- 
voką. 

Dažnai atsitinka, kad mokslininkai ilgą laiką užslėptai varto- 
ja kokią nors sąvoką. Tačiau, kol nėra jos pavadinimo, ši sąvoka 
vadinama įvairiai, o tie patys samprotavimai kartojami kiekvieną 
kartą iš naujo. Ir tik po to, kai sąvoka gauna pavadinimą, visi 
suvokia, jog ji jau seniai vartojama. Taip atsitiko ir su terminais 
„riba“, „atvaizdis“, o mūsų laikais — su tokiomis sąvokomis, kaip 
„grįžtamasis ryšys“, „informacija“ ir t. t. Sukürus naują terminą, 
galima patikslinti atitinkamą sąvoką, išlaisvinti ją nuo atsitik- 
tinių ir neesminių dalykų, o taip pat išryškinti, kas bendro sam- 
protavimuose, kurie nepriklausomai vieni nuo kitų vartojami 
"įvairiose mokslo srityse. 

Taip atsitiko ir tada, kai XVII a. pabaigoje Leibnicas (1646— 
1716) bei jo mokiniai įvedė terminą „funkcija“. Leibnicas jj var- 


! Siuclaikinis matematikas pasakytų „kintamajam“. 


tojo rankraščiuose nuo 1673 metų. Tuo metu jis funkciją dar su- 
vokė siaurąja žodžio prasme, siedamas tik su geometriniu vaiz- 
diniu. Buvo kalbama apie kreivių liestinių atkarpas, jų projekcijas 
koordinačių ašyse ir apie „kitokias linijas, atliekančias tam tikrą 
funkciją“ (lotyniškai „functus“ — atlikti). Taigi šiuose rankraš- 
čiuose funkcijos sąvoka vis dar siejama su geometriniu vaizdiniu. 

Tik J. Bernulis suformulavo funkcijos apibrėžimą, nevartoda- 
mas geometrijos kalbos: „Kintamojo dydžio funkcija vadinamas 
kiekis, bet kokiu būdu sudarytas iš kintamojo dydžio ir konstan- 
tų“. Šis apibrėžimas sužavėjo pasenusį Leibnicą, kuris suprato, 
kad, atsisakius geometrinio vaizdinio, prasideda nauja funkcijų 
tyrimo epocha. 

Bernulio apibrėžimas rėmėsi ne tik Leibnico ir jo mokinių 
darbais, bet ir didžiojo matematiko bei fiziko Izaoko Niutono 
(1643—1727) tyrimais, kuriuose jis išnagrinėjo daugybę įvairiau- 
sių funkcinių priklausomybių bei jų savybių. Žodį „funkcija“ Niu- 
tonas pakeitė terminu „ordinatė“. Vietoj geometrinių ir fizikinių 
priklausomybių jis nagrinėjo jų „ordinates“, kurias apibūdindavo 
įvairiais analiziniais reiškiniais. 

Kad J. Bernulio funkcijos apibrėžimas būtų tikslus, reikėjo 
susitarti, kokie kiekių reiškimo būdai leistini. Paprastai manyta, 
kad leistinos aritmetinės operacijos, šaknų traukimas, trigonomet- 
rinės ir atvirkštinės trigonometrinės, rodiklinés bei logaritminés 
funkcijos. Tokios funkcijos vadinamos elementariosiomis. Greitai 
paaiškėjo, kad jų integralai ne visada išreiškiami elementariosio- 
mis funkcijomis. Todėl teko pridėti naujų funkcijų, kurios gauna- 
mos, apskaičiuojant elementariųjų funkcijų integralus, spren- 
džiant diferencialines lygtis ir t. t. Daugelio jų nebuvo galima 
išreikšti, atliekant iki tol žinomas operacijas. Todėl įžymiausias 
XVIII a. matematikas Leonardas Oileris (1707—1783), apibrėž- 
damas funkcijos sąvoką, savo vadovėlyje rašė: „jeigu kuris nors 
kiekis priklauso nuo kito taip, kad, keičiantis pastarajam, pakin- 
ta ir pats, tai pirmasis vadinamas antrojo funkcija“. Viename 
veikale funkcijos grafiku jis laiko kreivę, nubrėžtą „laisvu ran- 
kos mostu“. 

Oilerio knygose išdėstyti Leibnico ir jo mokinių tyrimo rezul- 
tatai, o taip pat gausūs paties autoriaus darbo rezultatai (pilnas 
Oilerio raštų rinkinys susideda iš kelių dešimčių didžiulių tomų). 
Jo darbai suvaidino svarbų vaidmenį išlaisvinant matematinę 
analizę iš geometrijos ir mechanikos kalbos. Juose pirmą kartą 
trigonometrinių funkcijų teorija išdėstyta, nesiremiant geomet- 
rija, o rodiklinė bei logaritminė funkcija pasidarė lygiateisė su 
algebrine. Visose Oilerio knygose ryškiai išsiskiria mintis, kad 
matematinė analizė — tai mokslas apie funkcijas, o „visa bega- 
linių mažybių ! analizė siejasi su kintamaisiais kiekiais ir jų funk- 
cijomis“. 

! Terminas „бесконечные малые“ į lietuvių kalbą verčiamas „nykstantys 
dydžiai“. „Begalinės mažybės“ vartojamos tik matematikos istorijoje (Vert.). 
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7. Ginčas dėl funkcijos. XVIII a. viduryje jau buvo išspręsta 
daug mechanikos uždavinių, nagrinėjusių atskirų taškų judėjimą. 
Matematikams ir astronomams pavyko tiksliai nuspėti metus, ka- 
da danguje vėl suspindės Halio kometa. Iki tol astronomai suge- 
bėjo prognozuoti tik Mėnulio ir Saulės užtemimus, ir tai neapskai- 
čiuodami, bet remdamiesi ankstesniais stebėjimais. Oileriui pa- 
vyko įgyvendinti sėną daugelio matematikų svajonę — išspręsti 
Mėnulio judėjimo uždavinį. Nuo jo sprendimo priklausė, kaip 
tiksliai bus apskaičiuotos jūrininkus dominančios ilgumos. 

Nors ne visi taškų mechanikos uždaviniai buvo išspręsti (o 
kai kurie jų, pavyzdžiui, uždavinys, kaip juda trys taškai, veikian- 
tys vienas kitą pagal Niutono dėsnį, yra neišspręstas ir iki šiol), 
matematikų dėmesio centre atsidūrė vientisų kūnų mechanikos 


problemos: stygų, membranų ir strypų svyravimas, bangų sklidi- 


mas skysčiais ir dujomis, šilumos sklidimas strypais bei žiedais 
ir t. t. i 

Paprasčiausia šių problemų — stygos svyravimo nagrinėjimas. 
Tokio svyravimo dėsnį apibūdina dviejų kintamųjų funkcija 
и=|(х, t), parodanti taško, kurio koordinatė x, nuokrypį laiko 
momentu /. Spresdamas šį uždavinį, Oileris įrodė: jeigu iš pra- 
džių visi stygos taškai pusiausviri, o paskui pradeda svyruoti, nes 
styga nukrypsta nuo pusiausvyros padėties, tai sprendinys yra 
toks: : 


u= 5 [e (х+а) + e (x—at) ]- BU 


Čia ф (х) — stygos nuokrypis taške x, kai +=0, t. y. Фф (x) = 
=u (x, 0). ; 

Metais anksčiau už Oilerį tokį pat sprendinį kitu būdu gavo 
prancūzų matematikas d'Alamberas (Dalamberas) (1717—1783). 
Tarp Oilerio ir d'Alambero kilo ginčas, kaip aiškinti gautą spren- 
dinį, nes pradinis stygos nuokrypis įvairiose dalyse galėjo būti 
apibrėžiamas skirtingais reiškiniais. Pavyzdžiui, už vidurio kils- 
telėta styga įgyja lygiašonio trikampio formą (7 pav.), ir funk- 
cija ф(х) išreiškiama taip: · 


ax, 0=<х=< T? 
(x)= 2 
* 007 laus), 5 аи 2 


Oileris manė, kad taip galima už- 
rašyti pradines sąlygas ir galvojo, 
kad jo surastas sprendinys tinka ir 
tokiems atvejams. Bet d'Alamberas 
reikalavo, kad pradinė sąlyga su vi- 
somis x reikšmėmis būtų užrašoma 


n © 


4 LX — vienu reiškiniu. 
Oilerio ir d'Alambero ginčas bu- 
7 pav. vo pačiame įkarštyje, kai į jj įsiki- 
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šo dar vienas matematikas Danielius Bernulis (1700—1782), 
vienas žymiausių to meto tamprumo teorijos specialistų. Jis sty- 
gos svyravimo uždavinio sprendinį išreiškė begaline trigonomet- 
rinių funkcijų suma: 

2лх 


u(x,t) ^ a зїп Я +y sin ZE, (3) 


(koeficientai а, В, y, ... — laiko funkcijos). 

D. Bernulis buvo jsitikines, kad jo sprendinys yra pats bend- 
riausias, bet su juo nesutiko nei Oileris, nei d'Alamberas. Oileris 
klaidingai manė, kad šis sprendinys negali būti bendras, nes ne- 
tikėjo, jog tą pačią funkciją galima išreikšti ir keliomis formulė- 
mis (pavyzdžiui, (2) formule), ir viena (3) formule. Juk tai prieš- 
taravo bendrai to meto matematikų nuomonei, kad du skirtingi 
reiškiniai negali apibrėžti tos pačios funkcijos. Nei Oileris, nei 
D. Bernulis nesugebėjo įrodyti, jog kiekvieno požiūris teisingas. 
Todėl XVIII a. pabaigoje matematikai, apibrėždami funkciją, 
stengdavosi neminėti, kaip ji reiškiama. Pavyzdžiui, prancūzų ma- 
tematikas Lakrua (1765—1843) rašė: „Bet kokia kiekybė, kurios 
reikšmė priklauso nuo vienos arba kelių kiekybių, vadinama pas- 
tarųjų funkcija, nežiūrint to, žinome ar ne, kokias operacijas rei- 
kia atlikti, kad iš jų gautume pirmąją“. Taigi Lakrua jau neta- 
patino funkcijos sąvokos su jos analizine išraiška. | 

8. Funkcijos esmė ir regimybė. Galutinai funkcijos sąvoka ir 
"jos analizinė išraiška atsiskyrė XIX a. pradžioje. Prancūzų ma- 
„tematikui Furjė (1768—1830) pavyko įrodyti, kad, parinkus tam 
tikras papildomas sąlygas, netgi keliais reiškiniais apibrėžtas 
funkcijas galima išreikšti begalinio skaičiaus trigonometrinių 
funkcijų suma. Po to ši suma pradėta vadinti Furjė eilute. 

Po Furjė darbų pasidarė aišku, kad visai nesvarbu, kokia yra 
funkcijos analizinė išraiška, jog tai, kaip sako filosofai, tik regi- 
mybė. Esme sudaro tai, kokias reikšmes įgyja funkcija, kai žino- 
mos argumento reikšmės. Furjė, N. Lobačevskiui (1792—1856), 
vokiečių matematikui Dirichlė (1805—1859) ir kitiems mokslinin- 
kams ilgai tikslinant mintį, buvo priimtas toks apibrėžimas. 

Kintamasis dydis y vadinamas kintamojo dydžio x funkcija, 
"kai kiekvieną dydžio x reikšmę atitinka vienintelė apibrėžta dy- 
džio y reikšmė. 

N. Lobačevskis ir Dirichlė domėjosi funkcijos sąvokos apibrė- 
žimu, nes nagrinėjo funkcijos reiškimo Furjė eilute klausimą. 
Furjė suformuluotos sąlygos, kada toks reiškimas galimas, buvo 
labai varžančios. Dirichlė įrodė gana bendrą teoremą, reikalau- 
jančią, kad funkcijos apibrėžimo sritį galima būtų išskaidyti į 
baigtinį atkarpų skaičių, kurių kiekvienoje funkcija tolydi ir mo- 
notoninė. Todėl netgi tokias funkcijas, kaip pavaizduota 7 pa- 
veiksle, galima išreikšti Furjė eilute. Be to, nereikalaujama, kad 
funkcija bent vienoje atkarpoje būtų apibrėžta formule — jos gra- 
fikas gali būti nubraižytas, Oilerio žodžiais tariant, „laisva ran- 
d ka*. 
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9. Funkcijų teratologija. Paminėtas anksčiau funkcijos api- 
brėžimas buvo labai bendras ir, kaip dažnai atsitinka matemati- 
koje, aprėpė žymiai daugiau objektų, negu to norėjo autoriai. Pa- 
vyzdžiui, jis tiko ir funkcijai, kurią sugalvojo Dirichlė: 


р(х) = |6 kai х — iracionalusis skaičius, 
“|, Каі x — racionalusis skaičius. 


XVIII a. matematiko akimis žiūrint, tokia lygybė neapibrėžia 
jokios funkcijos, nes nenurodyta formulė, pagal kurią galima aps- 
kaičiuoti šios funkcijos reikšmes. Ir visgi ši lygybė tikrai apibrė- 
Zia funkciją y= D(x), nes iš karto aišku, kad, pavyzdžiui, 


р{)=1, D(V3=0. 


Suprantama, tokios funkcijos, kaip y= D(x), savybės labai ski- 
riasi nuo įprastų funkcijų savybių. Pavyzdžiui, bet kokioje labai 
mažoje atkarpoje ji įgyja ir reikšmę 1, ir reikšmę 0. Dirichlė 
nepavyko nei įrodyti, nei paneigti, kad tokias funkcijas galima 
išreikšti Furjė eilute. 

Per 25 metus, praėjusius po Dirichlė darbo pasirodymo, nie- 
kas nesidomėjo „patologiškomis“ funkcijomis. Vokiečių matema- 
tikas Bernhardas Rymanas (1826—1866), pradėjęs nagrinėti pa- 
našias funkcijas, rašė: : 

„Kokios netobulos būtų mūsų žinios apie tai, kaip be galo 
mažoje erdvės dalyje priklausomai nuo vietos ir laiko kinta jėgos 
ir materijos būsena, neabejodami galime tvirtinti, kad tos funkci- 
jos, kurios nepaklūsta Dirichlė sąlygoms, gamtoje nesutinkamos. 
Ir visgi reikia manyti, kad atvejai, kurių neišnagrinėjo Dirichlé. 
verti dėmesio dėl dviejų priežasčių. Pirma, kaip nurodo pats 
Dirichlė veikalo pabaigoje, šis klausimas glaudžiai siejasi su pa- 
grindiniais nykstančių dydžių skaičiavimą principais. Jis galėtų 
suteikti šiems principams didesnį aiškumą ir apibrėžtumą. Šiuo 
požiūriu minėtus atvejus tirti labai įdomu. 

Antra, Furjė eilutės taikomos ne vien tik sprendžiant fizikos 
uždavinius, bet ir grynosios matematikos srityje, būtent, skaičių 
teorijoje. Reikia manyti, kad svarbų vaidmenį turėtų suvaidinti 
kaip tik tos funkcijos, kurių reiškimo trigonometrinėmis eilutėmis 
galimybių neištyrė Dirichlė“. 

Rymano, kaip mokslininko, autoritetas buvo labai didelis. To- 
dėl, pasirodžius jo darbui, susidomėta tokiomis keistomis funkci- 
jomis. Tačiau šiems tyrimams pritarė toli gražu ne visi moksli- 
ninkai. Klasikinės krypties matematikai manė, kad mokslas netu- 
rėtų tyrinėti realiajam pasauliui tolimų objektų. Jų nuomonę dėl 
to, kad tiriamos į Dirichlė funkciją D(x) panašios funkcijos arba 
funkcijos, niekur neturinčios išvestinės (kiekviename ју gra- 
fiko taške yra lūžis), aiškiai išreiškė vienas žymiausių to meto 
matematikų Anri Puankarė (1854—1912). Jis pasakė: „Anksčiau 
išrasdavome naujas funkcijas, turėdami galvoje kokį nors prak- 
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tišką tikslą. Dabar jas išrandame, neturėdami iš to jokios nau-. 
dos, o tik tam, kad surastume trūkumus tėvų samprotavimuose“. 
Dar šiurkščiau šia tema išsireiškė XIX a. pabaigos prancūzų ma- 
tematikos galva Šarlis Hermitas (1822—1901), kuris laiške drau- 
gui olandų matematikui Stiltjesui (1856—1894) rašė, kad „su 
baime ir pasišlykštėjimu nusigręžia nuo išvestinės neturinčių 
funkcijų augančios piktžaizdės“. Naująją trūkiųjų funkcijų mate- 
matiką klasikai vadino funkcijų teratologija (mokslu apie išsigi- 
musias funkcijas). 

Tačiau jaunimas, nekreipdamas dėmesio į senesnės kartos ma- 
tematikų niurzgėjimą, veržėsi į naujas mokslo sritis. Prancūzi- 
joje juos įkvėpė Žiulio Tanerio (1848—1910) ir Kamilio Zordano 
(1838—-1922) paskaitos, kuriose matematinė analizė buvo konst- 
ruojama tikslių apibrėžimų, nepriekaištingų įrodymų ir geležinės 
logikos pagrindu. Per šias paskaitas jie suvokė, kad trūkiąsias 
funkcijas reikia tyrinėti, nors to meto matematikoje jos nebuvo 
taikomos. Šios idėjos kaupėsi, virto įsitikinimais, tapo mokslinio 
darbo stimulu. Ir 1898 metais jaunas prancūzų mokslininkas Renė 
Beras (1874—1932) apgynė disertaciją, kurioje pateikė išsamią 
trūkiųjų funkcijų klasifikaciją. Tais pačiais metais pasirodė vie- 
no ryškiausių jaunimo lyderių dvidešimt septynerių metų mate- 
matiko Emilio Borelio (1871—1956) knyga, skirta naujajai funk- 
cijų teorijai. Puikius darbus apie trūkiųjų funkcijų integravimą 
ni“ Anri Lebegas (1875—1941), tuo metu pradėjęs mokslinę 
veiklą. 

Trūkiomis funkcijomis domėtasi ne tik Prancūzijoje. Aktyviai 
šiuose tyrimuose dalyvavo rusų matematikai. Svarbias trūkiųjų 
funkcijų savybes atrado D. Jegorovas (1869—1931) іг N. Luzinas 
(1883—1950). Luzinas Maskvoje įkūrė realaus kintamojo funkcijų 
teorijos mokyklą, kurią jos lankytojai vadino „Luzitanija“. 

10. Funkcijos, atvaizdžiai ir atitiktys. Funkcijos apibrėžimas, 
kilęs iš Lakrua ir Furjė, Lobačevskio ir Dirichlė darbų, XIX a. 
antrosios pusės matematikams atrodė nepakankamai griežtas ir 
bendras. Patobulinę metodus, kuriais tyrė funkcijas, neapibrėžtas. 
jokiais analiziniais reiškiniais, ir funkcijas, niekur neturinčias iš- 
vestinės, jie suabejojo žodžiais „kintamasis dydis“, įeinančiais 
į funkcijos apibrėžimą. Juk kintamasis dydis buvo daugiau fizikos 
negu matematikos sąvoka. Ją sunku paaiškinti, nepasitelkus vaiz- 
dumo. Ir svarbiausia, šis apibrėžimas tiko tik skaičiams bei jų 
atitiktims. Atsisakę analizinio funkcijos reiškimo, galėtume nag- 
rinėti bet kokių objektų atitiktis. Pasirodė, kad tokios atitiktys 
moksle jau seniai tyrinėjamos. Netgi tuomet, kai parenkamas 
daikto pavadinimas, nustatoma atitiktis tarp daiktų aibės ir pava- ` 
dinimų aibės. Apskaičiuodami figüros plotą, linijos ilgį, kūno tūrį, 
nustatome geometrinių figūrų ir skaičių atitiktį. 

Tokia bendra funkcijos sąvokos traktuotė, sutapatinusi iunk- 
cijos, atvaizdžio, operatoriaus sąvokas, galėjo atsirasti tik po to, 
kai XIX a. antroje pusėje buvo: sukurta bendroji aibės sąvoka. 
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Aibių teorijos kūrėjai G. Kantoras (1845—1918) ir R. Dėdekin- 
das (1831—1916) suformulavo bendrą atvaizdžio apibrėžimą. 

Tarkime, X ir Y — dvi aibės; sakome, kad f yra aibės X at- 
vaizdis aibėje Y, jeigu kiekvienam aibės X elementui x priskirtas 
atitinkamas aibės Y elementas y. Elementas y, gautas atvaizdžiu 
Ї, vadinamas elemento x vaizdu ir žymimas f(x). Taigi skaitinio 
argumento skaitinė funkcija yra vienos skaičių aibės atvaizdis 
kitoje. Atsiradus matematikoje bendrai aibių atvaizdžio sąvokai, 
pavyko išaiškinti daug klausimų, liečiančių funkcijas, pavyzdžiui, 
patikslinti atvirkštinės bei sudėtinės funkcijos sąvokas. 

Tačiau funkcijos, kaip atvaizdžio, traktavimas pasirodė irgi ne- 
pakankamai bendras. Juk praktikoje susiduriame ne vien su tuo 
atveju, kai kiekvieną aibės X elementą x atitinka tik vienas aibės 
: Y elementas, bet ir su sudėtingesniais aibių sąryšiais. Pavyzdžiui, 
sakydami „mokinys x budi savaitės dieną y“, nustatome mokinių 
aibės ir savaitės dienų aibės sąryšį. Čia su tuo pačiu mokiniu 
gali būti susietos kelios savaitės dienos (jeigu to mokinio gran- 
dis budi keletą dienų iš eilės) arba nė viena (jeigu jis neski- 
тіатаѕ budėti).. Todėl kiekvieną elementą xezX atitinka ne vienas 
aibės Y elementas, o tokių elementų poaibis (kuris gali būti ir 
tuščias). Norėdami aprėpti ir tokius atvejus, matematikai sugal- 
vojo „binarinio sąryšio“ sąvoką. Iš binarinių sąryšių aibės išski- 
riant atvaizdžius, reikalaujama, kad kiekvieną aibės X elementą 
atitiktų tik vienas aibės Y elementas. Taigi atvaizdžių teorija 
pasidarė tik bendros binarinių sąryšių teorijos atskiras atvejis. 

XX a. pradžioje funkcijų teorijos bazėje atsirado nauja mate- 
matikos šaka — funkcionalinė analizė. Ji nagrinėja aibes, suda- 
rytas iš funkcijų, sekų, kreivių, kuriose apibrėžtos sudėties ir 
daugybos iš skaičiaus operacijos. Šių operacijų savybės analo- 
giškos operacijų su vektoriais savybėms. Tačiau priešingai tri- 
matei erdvei, funkcionalinėje analizėje nagrinėjamos erdvės gali 
"būti daugiamatés. Bet tai netrukdo funkcionalinés analizės spe- 
cialistams vartoti geometrijos kalbą. | 

Funkcionalinė analizė sukelia labai abstraktaus mokslo įspūdį, 
tačiau ji panaudojama skaičiavimo matematikoje, fizikoje, eko- 
nomikoje, leidžia vienodai traktuoti labai įvairius klausimus bei 
įžvelgti iš pirmo žvilgsnio labai tolimų geometrijai problemų geo- 
"metrinę esmę. Kalbėdamas apie abstraktaus mokslo ir praktikos 
ryšį, žymus matematikas R. Kurantas (1888—1972) rašė: 

„Mes startuojame nuo Žemės, ir, numete nereikalingos infor- 
тасіјоѕ balastą, abstrakcijos sparnais veržiamės į padangių aukš- 
. tybes, kurių išretinta atmosfera palengvina valdymą ir stebėjimą. 
Po to ateina lemiamas bandymas — nusileidimas; dabar reikia nu- 
statyti, ar pasiekėme tikslą...“ 

Lebegas sakė: 

„Tie žmonės, kuriems turime būti dėkingi už abstrakčią moks- 
line mintį, tyrinėdami abstrakčius daiktus, galėjo atlikti naudin- 
-gą darbą dėl to, kad turėjo labai aštrų tikrovės jausmą“. 


П SKYRIUS 
NUO AUKURO IKI RADIOLOKATORIAUS 


1. Kūgio pjūviai. Senovės graikų geometrai, be tiesių ir ap- 
skritimų, žinojo tik keletą kreivių. Daugelį jų jie nagrinėjo, spręs- 
„dami tris garsiuosius senovės uždavinius: kubo dvigubinimą, 
kampo trisekciją ir skritulio kvadratürg. Kodėl jie susidomėjo: 
kubo dvigubinimu, pasakoja tokia legenda. 

Kartą Delo saloje kilo maro epidemija. Delių orakulas, į kurį 
kreipėsi salos gyventojai, pasakė, kad, norint sustabdyti epide- 
miją, reikia padvigubinti Atėnų Apolono šventyklos auksinį ku- 
binį aukurą. Gyventojai surinko aukso ir išliejo naują aukurą, 
kurio briaunos buvo du kartus ilgesnės už ankstesniojo briaunas. 
Tačiau maras nesibaigė, ir supykę gyventojai pareiškė- orakului, 
jog jis klydo. Šis atsakė, kad jie neteisingai suprato paliepimą — 
reikėjo padvigubinti ne briaunas, o kubo tūrį, t. y. kubo briaunas. 
pailginti V2 kartų. Graikų matematikai mokėjo tik geometrinę 
algebrą, todėl šį uždavinį formulavo taip: žinant atkarpą a, nu- 
brėžti tokias atkarpas x ir y, kad а:х=х:у=у: 2a. Nesunku 


suvokti, jog atkarpos x ilgis lygus ay 2. 

Bandymai išspręsti Delo uždavinį tik su liniuote ir skriestuvu 
buvo nesėkmingi. Tuomet geometrai bandė spręsti jį, ieškodami 
kitų kreivių — ne tiesių ir apskritimų — susikirtimo taškų. 

IV a. pr. m. e. gyvenęs geometras Menechmas pasiūlė nau- 
doti kūgio pjūvius, t.y. kreives, gaunamas kūgį kertant plokš- 
tuma, statmena sudaromajai. Jis gavo tris skirtingas kreives, at-- 
sižvelgdamas į tai, kokį kūgį kirto — smailųjį, statųjį аг bukąjį. 
Vėliau jos buvo pavadintos elipse, parabole ir hiperbole (8 pav.).. 


Elipsė i Parabolė Hiperbolė 
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Norėdami suprasti, kas yra bendro tarp šių kreivių ir Delo 
uždavinio, proporciją a: х=х:у=у:2а parašykime kaip dviejų 
lygčių sistemą 

| х2=ау, 
| y2=2ax. (1) 


Bet x2=ay іг y?—2ax — tai parabolių lygtys; pirmosios para- 
bolės ašis vertikali, antrosios — horizontali. Todėl pakanka rasti 
šių parabolių susikirtimo taškus. Atkreipsime dėmesį dar į tai, 
kad iš (1) sistemos išplaukia lygybė xy-2a?. Tai hiperbolės lyg- 
tis. Todėl tą patį uždavinį išspręstume, radę parabolės ir hiper- 
bolės susikirtimo taškus. 

Ypač įdomių rezultatų iš kūgio pjūvių gavo matematikas Apo- 
lonijas (III a. pr. m. e.), gyvenęs Mažosios Azijos mieste Pergame. 
(Yra pagrindo manyti, kad, rašydamas knygą, jis panaudojo ne- 
pasiekusį mūsų Archimedo kūrinį.) Jis įrodė, kad visas tris krei- 
ves galima gauti, kertant tą patį kūgį plokštumomis, sudarančio- 
mis su kūgio ašimi skirtingus kampus. Jeigu kampas tarp kü- 
gio ašies ir sudaromųjų lygus а, o kampas tarp kertančiosios 
plokštumos ir ašies lygus p, tai, kai a<p, plokštuma kerta visas 
kūgio sudaromąsias ir pjūvyje gaunama uždara kreivė — elipsė 
(9 pav., a). Kai а> В, plokštuma kerta tik dalį kūgio sudaromųjų. 
Tokiu atveju Apolonijas visas kūgio sudaromąsias pratęsdavo už 
viršūnės ir nagrinėdavo gauto dvišakio kūgio pjūvį. Jis vadina- 
mas hiperbole (9 pav., b). Tarpiniu atveju, kai о= В, plokštuma 
kerta tik vieną kūgio šaką ir yra lygiagreti vienai sudaromajai. 
Tokiu atveju gauta kreivė vadinama parabole. Ją sudaro viena į 
begalybę tolstanti šaka (9 pav., c). Jei iš pradžių nubréZtume 
apskritojo kūgio pjūvį, statmeną jo ašiai, o paskui, fiksavę kūgio 
ir kertančiosios plokštumos susikirtimo vieną tašką, suktume ker- 
tančiąją plokštumą, pamatytume, kaip apskritimas iš pradžių pra- 
deda temptis, paskui antroji elipsės viršūnė nutolsta į begalybę 
ir elipsė virsta parabole, o po to plokštuma kerta ir antrąją kūgio 
šaką — gaunama hiperbolė. Vadinasi, parabolė yra kreivė, tam 
tikra prasme tarpinė tarp elipsės ir hiperbolės. : 

2. Kūgio pjūvių savybės. Iš elipsės, hiperbolės ir parabolės, 
kaip kūgio pjūvių, apibrėžimo matyti, kad visos šios kreivės yra 
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10 pav. 11 pav. 


„apskritimo šešėliai“. Kitaip tariant, jeigu iš popieriaus išpjau- 
tume skritulį ir iš kokio nors taško jį apšviestume, tai skritulio 
šešėlį bet kokioje plokštumoje ribotų vienas šių kūgio pjūvių. 
Kai šviesos šaltinis be galo nutolęs (toks šaltinis dideliu tikslu- 
mu gali būti Saulė), apskritimo šešėlis yra elipsė. Vadinasi, elip- 
sę galima gauti, perkirtus plokštuma ne kūgį, bet ritinį (10 pav.). 

Panagrinėkime kūgio pjūvių taškų atstumų iki tam tikrų tie- 
sių ir taškų savybes. Į kūgį įbrėžkime sierą, liečiančią kertan- 
čiąją plokštumą л (11 pav.). Raide S pažymėkime apskritimą, 
kuriuo sfera liečia kūgį, o raide F — šios sferos ir kertančiosios 
plokštumos lietimosi tašką. Pagaliau raide с pažymėkime plokš- 
tumą, kurioje yra apskritimas S, o raide d — tiesę, kuria kertasi 
plokštumos с ir x. Tašką F pavadinkime kūgio pjūvio židiniu, о 
tiesę d — atitinkančia jj direktrise. 

Įrodysime, kad atstumų, kuriais kūgio pjūvio taškas M nu- 
toles nuo židinio ir nuo direktrisės, santykis yra vienodas su vi- 
sais šio pjūvio taškais, t. y. |MF| : | MQ| =const. 

Per tašką M brėžkime kūgio sudaromaja, o raide A pažymė- 
kime šios sudaromosios ir apskritimo S susikirtimo tašką. Atkar- 
pos MA ir MF liečia sierą, todėl jos yra vienodo ilgio: |MF|= 
= | МА |. Atkarpų MA ir MO projekcijos kūgio ašyje sutampa, nes 
abiejų atkarpų pradžia taške M, o galai A ir Q yra toje pačioje 
kūgio ašiai statmenoje plokštumoje c. Bet atkarpos MA projekci- 
ja ašyje lygi |MA| cos a, o atkarpos MO projekcija toje pačioje 
ašyje — |MQ| cos В; čia о — kampas tarp kūgio ašies ir sudaro- 
mųjų, o B — kampas, kurį sudaro kūgio ašis su kertančiąja plokš- 
tuma. 

Kadangi šios projekcijos sutampa, tai |MA| cos m cos В; 
iš čia  |MA|: | MO] meos B: cosa, t y. |MF|:|MOG|= 
cos B: cos a. Bet kampai a ir В nepriklauso nuo parinkto taško 
M, todėl teiginys įrodytas. 

Išnagrinėtoji kūgio pjūvių savybė vadinama direktrisės 
savybe. Pritaike ją, nesunkiai gautume pjūvių lygtis. Pavyz- 
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«džiui, norėdami gauti parabolės lygtį, parinkime koordinačių sis- 
temą taip, kad ordinačių ašis eitų per parabolės židinį F, o koor- 
dinačių pradžia dalytų iš židinio į direktrise nuleistą statmenį 
FP pusiau (12 pav.). Tuomet, koks bebūtų parabolės taškas 


. 1 ELS P Н * 
M (x; y) „turime |MQ| = | y+: 2| ir |MF|— V e+ (у Б. ; 
čia raide p pažymėtas statmens FP ilgis. Vadinasi, | 


V (0 84e |. 


Iš šios lygybės gauname parabolės lygtį x2=2py. ` 

Elipsė ir hiperbolė dar turi židinio savybę; kiekvieno 
elipsės taško atstumų nuo jos židinių suma ir kiekvienos hiperbo- 
lės šakos taško atstumų nuo židinių skirtumas yra pastovus. Ki- 
taip tariant, elipsės |MF,|+|MF>|=const, о  hiperbolés 
[| МЕ, | —|MF;||=const. : 

Norėdami įrodyti elipsės židinio savybę, imkime. dvi sferas, 
liečiančias ir kūgį, ir kertančiąją plokštumą (13 pav.). Tuomet, 
kaip jau žinome, koks bebūtų elipsės taškas M, visuomet |MA,|= 
=|MF,| ir |MA;| = | МР, |, todėl | MFi| + |MF>|=|MA,| + | MA;]. 
Bet |MA,|+|M4,| — sudaromosios atkarpos, esančios tarp ly- 
giagrečių apskritimų S, ir Ss, ilgis, todėl ši suma yra pastovi. 
Vadinasi, |MF,|+|MF>| =const. Hiperbolės židinio savybė įro- 
doma analogiškai, atsižvelgus į tai, kad sferos yra skirtingose 
kūgio šakose. 

Pateikti įrodymai yra tiek geometriški, kad galėtų priklausyti 
Menechmui arba Apolonijui. Tačiau juos sugalvojo tik XIX a. 
pradžioje belgų matematikas Dandelenas (1794—1887). Taip atsi- 
tiko dėl to, kad graikų geometrai, įrodinėdami plokščiųjų figūrų 
savybes, stengėsi nesamprotauti stereometriškai. 

3. Kūgio pjūvių braižymas. Iš elipsės židinio savybės išplau- 
kia toks jos braižymo būdas. Reikia popieriaus lapą padėti ant 
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kartono arba faneros ir įkalti dvi vinutes taškuose Ё} ir Fo, pas- 
kui prie jų pririšti siūlą, šiek tiek ilgesnį už atstumą tarp vinu- 
čių, ir įtempti jį pieštuku. Jeigu pieštuką vestume taip, kad siūlas. 
visą laiką liktų įtemptas, tai atstumų nuo vinučių iki pieštuko“ | 
galo suma būtų visą laiką pastovi ir gautume elipsę. Analogiš- 
kai galėtume nubraižyti hiperbolę ir parabolę. 

Toks elipsės braižymo būdas praktiškai nėra patogus. Geres- 
nis rezultatas gaunamas vadinamuoju elipsiniu skriestuvu, pa- 
vaizduotu 14 paveiksle, a. Jį sudaro kryžmė, kurioje padarytos 
dvi statmenos viena kitai įpjovos. Į jas įstatyti slankikliai A ir 
B, prie kurių lankstomis pritvirtinta liniuotė AB. Liniuote slan- 
kioja mova M. Joje įsuktas fiksuojantis sraigtas ir padaryta kiau- 
rymė pieštukui. Tarkime, mova fiksuota. Įrodysime, kad, judant 
liniuotei, įstatyto į movą pieštuko galas brėžia elipsę. Sakysim, 
jog |AM|=a, |MB|=b ir taško M koordinatės lygios x ir y (14 
pav., b). Tuomet iš trikampių AMK ir MBL panašumo gauname 


IKM] LBL , „lkl И 
[AM] |MBI' ^ 5 


X 
a 
Nesunku įrodyti, kad tai elipsės, kurios pusašiai a ir b, lygtis. 
Privertę tašką M judėti atitinkama elipse, o tašką A — tie- 
se, pamatytume, jog taškas B irgi juda tiese. Taip veikia mecha- 
nizmas, kuris horizontalų tiesiaeigį judėjimą pakeičia vertikaliu. 
Tašką M priversti slinkti tiksliai elipse sunku, todėl šis mecha- 
nizmas tiesiaeigį taško B judėjimą realizuoja tik apytiksliai. 
4. Pabūklai ir mokslininkai. Svaido- . 
mųjų sviedinių trajektorijomis domėjo- 
si garsusis senovės filosofas Aristotelis 
(384—322 m. pr. m. e.). Jis manė, kad 
jas sudaro dvi tiesios dalys — pasvira 
ir vertikali, kurias jungia apskritimo 
lankas (15 pav.). Aristotelis klydo, nes 
rėmėsi metiksliais stebėjimais ir abst- 
rakčia filosofija, o ne eksperimentu. 15 pav. 


vin нат 8 y? 
„oiš čia ОГЫТ 5 
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Reikia manyti, kad jo karališkojo mokinio Aleksandro Makedo- 
niečio kariai netaikė Aristotelio teorijos, kai, apsupę persų ir 
babiloniečių miestus, iš katapultų svaidė akmenis. 

XIII a. vienuolis Bertoldas Švarcas išrado paraką. Tai sukėlė 
revoliuciją karo mene — nė viena to meto tvirtovė negalėjo ilgai 
atlaikyti artilerijos ugnies. Iš pradžių šaudyta tiesiu taikymu, bet 
dėl to negalima buvo statyti pabūklų kalno priedangoje, norint 
apsaugoti artileristus nuo priešo šūvių. Tik vėliau sugalvota pa- 
kylėti kampu patrankos vamzdį ir tuomet jau galima buvo šau- 
dyti iš už priedangos. Kad šūvis būtų taiklus, reikėjo išnagrinėti, 
kaip juda kampu į horizontą mestas kūnas. 

Pirmasis iš. matematikų šį uždavinį sprendė XVI a. genialu- 
sis savamokslis Nikolas Tartalija (1500—1557), dirbęs Veneci- 
jos arsenale. Pravardė ,Tartalija^ reiškia „miknius“. Šią pra- 
vardę jis gavo todėl, kad kūdikystėje buvo sužeistas į veidą, kai 
jo gimtąjį miestą užėmė prancūzai, ir po to labai neraiškiai kal- 
bėjo. Tartalija nagrinėjo daugelį matematikos ir mechanikos 
klausimų: jis atrado kubinės lygties sprendinių formulę, tyrinėjo 
kai kuriuos kombinatorikos uždavinius ir t. t. Tačiau jo nepripa- 
žino to meto universitetų mokslininkai, ir Tartalijos atradimai 
vadinami kitų matematikų vardais (Kardano formule, Paskalio 
trikampiu). ; 

Mastydamas, kaip juda artilerijos sviedinys, Tartalija padaré 
išvadą, kad jis nuskrieja toliausiai, kai pabūklas pakreiptas 45? 
kampu į horizontą. Iš pradžių jis šį atradimą slėpė, bet, kai tur- 
kų sultonas Suleimanas Didysis užpuolė Adriją ir Veneciją, Tar- 
talija parašė Urbino hercogui: „Aš matau, kad vilkas sėlina prie 
mūsų bandos ir visi piemenys ruošiasi gintis, todėl manau, būtų 
nedora toliau slėpti šiuos dalykus, ir nusprendžiau supažindinti 
su jais kiekvieną tikrą pilietį, kad būtų geriau apginkluotas tiek 
puldamas, tiek ir gindamasis“. 

Tačiau ir Tartalija nežinojo, koks yra sviedinių judėjimo dės- 
nių teorinis pamatas. Tik Galilėjus nustatė kūnų kritimo dėsnius. 
Iš jo darbų išplaukė, kad greičiu о, kampu о į horizontą mesto 
kūno judėjimą galima išskaidyti į dvi komponentes: tolyginį ju- 
dėjimą greičiu vo horizontalia tiese ir laisvąjį kritimą. Todėl šio 
kūno koordinatės laiko momentu і išreiškiamos taip: 

X — 00 cosa, 
gt? 


у= 00 sin a— #5 (1) 


Iš čia nesunku įsitikinti, kad 
y—xtgo— SEES (2) 
Tai parabolės, kurios šakos nukreiptos žemyn, lygtis. Kai x= 
опа ordinaté y antrą kartą lygi nuliui. Vadinasi, sviedinys 


© 
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02 «іп 2a 
g 
dami šį uždavinį, padarėme keletą prielaidų, supaprastinančių 
problemą, — nekreipėme dėmesio į oro pasipriešinimą, neįvertino- 
me dirvos pasvirimo ir pan. Todėl gautą atsakymą turime laikyti 
„tik apytiksliu rezultatu. Bet ir iš jo galime padaryti keletą svar- 
bių išvadų, būtent patvirtinti Tartalijos spėjimą. Iš tiesų funkcija 
y=sin2a įgyja didžiausią reikšmę, lygią 1, kai 2a = 90°, t. y. 
kai a=45°. O tai ir reiškia, kad sviedinys nuskrieja toliausiai, 


būtent atstumu LŽ „kai pabūklas nukreiptas 45° kampu į hori- 


zontą. Be to, sviedinys pataiko į tą pačią vietą, kai vamzdžio po- 
linkio kampas lygus a arba 90° — а, nes sin 2a=sin 2 (90° — a). 
Artileristai skiria tokiu būdu gaunamas dvi sviedinio trajektori- 
jas: pirmąją jie vadina dengiamąja, о antrąją — permetamąja. ` 

Jeigu, fiksave pradinį greitį 0°, keistume kampą a, gautume be 
galo daug parabolių (16 pav.). Visos parabolės, kai 45* <a < 907, 
liečia vieną kreivę, reiškiamą lygtimi 


„L (90 ge 
у= $6 a) 


Ji vadinama saugumo parabole. Kai taškas N yra už srities, 
apribotos šia parabole, tai, fiksavus pradinį greitį Uo, sviedinys 
nepataiko į tašką N, koks bebūtų vamzdžio polinkio kampas. 

Galilėjaus amžininkas astronomas Johanas Kepleris (1571— 
1630), nagrinėdamas planetų judėjimą, panaudojo kitą kūgio pjū- 
wj. Apdorojęs stebėjimų rezultatus, per daugelį metų sukauptus 
jo mokytojo Ticho Brahės (1546—1601), jis įrodė, kad planetos 
juda elipsėmis, kurių židinyje yra Saulė. Taip jis iš esmės papildė 
Koperniko (1473—1543) teoriją, pagal kurią planetos juda apie 
Saulę apskritimais. 

5. Įtakos sritys. 17 paveiksle pavaizduotas šalia geležinkelio 
stoties pastatytas grūdų elevatorius. Į jį grūdus galima atvežti 
tiesiog sunkvežimiais arba iš pradžių sunkvežimiais iki stoties B, 
o paskui geležinkeliu iki stoties А. Reikia išsiaiškinti, kuriems 


nuskrieja atstumą, lygų . Reikia nepamiršti, kad spręs- 
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kaimams naudingesnis pirmasis būdas, kuriems — antrasis. Ats- 
tumą tarp A ir B pažymėkime /, vienos tonos pervežimo kainą 
geležinkeliu — di, o sunkvežimiais — do, antruoju būdu perveža- 
mos vienos grūdų tonos papildomo perkrovimo kainą paZymékime: 
d. Tuomet vienos grūdų tonos pristatymas iš M į A pirmuoju 
būdu kainuos də |MA|, o antruoju būdu — d» |MB| +1d+d. 

Kai d;(|MA| — |MB|)<!d,+d, kaimui M naudingesnis pir- 
masis būdas, о kai d;(|MA|— |MB|) >Id,+d, — antrasis. Šias. 
nelygybes galima parašyti taip: |МА| ~ |МВ|=2а; čia 2a— 
= 2104 . Surastąsias sritis skiria kreivė, kurios taškai tenkina 
lygybę |MA| - | MB| =2a. Vadinasi, ta kreivė yra hiperbolés su 
židiniais A ir B šaka. 

6. Kūgio pjūvių optinės savybės. Garsusis filosofas idealistas. 
Imanuelis Kantas manė, kad senovės geometrai nagrinėjo kreivių 
savybes, nesidomėdami, kam reikia šių žinių, kokia jų praktinė 
nauda. Iš „dalies jis buvo teisus — daugelis graikų geometrų bu- 
vo „grynieji matematikai“ ir, įrodinėdami teoremas, nelietė nag- 
rinėjamų kreivių taikymo klausimų. Tačiau pats garsiausias se- 
novės matematikas Archimedas (287—212 m. pr. m. e.) domėjosi 
ne tik „grynąja“ matematika, bet ir jos taikymu mechanikoje. 
netgi karo mene (jis buvo Sirakūzų gynimo nuo romėnų užpuoli- 
kų dvasia ir protas; užėmus miestą, Archimedą nukovė romėnų 
kareivis). | 

Mus pasiekusi legenda pasakoja, kad Archimedas sukonstra- 
vo įgaubtus veidrodžius ir jais sudegino romėnų laivyną. Dauge- 
lis mokslininkų netiki šia legenda, nes tokie veidrodžiai turėjo 
= labai didelių matmenų, o tai buvo neįmanoma tų laikų tech- 
nikai. 

Kai kurie mano, kad veidrodžiai galėjo būti sudaryti iš atski- 
rų plokštelių. Atlikti bandymai parodė, kad su tokiu veidrodžiu. 
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Е kelių dešimčių metrų atstumo galima padegti dervuotas lente- 
es. : 

Jeigu laivyno sudeginimo istorija yra tik legenda, tai visgi 
„Archimedas, perirazuodamas garsųjį posakį, turėjo teisę sušukti: 
„Duokite man didelį parabolinį veidrodį ir aš sudeginsiu romėnų 
laivyną“. Žinoma, kad nepasiekusiame mūsų kūrinyje „Каїорїгї- 
_ ka“ jis nagrinėjo veidrodžių savybes, atspindį nuo įvairių veid- 
rodžių ir, kas ypač svarbu, padegamuosius veidrodžius. Tokių 
veidrodžių savybės siejosi su kūgio pjūviais, todėl Archimedo 
geometriniai tyrimai buvo tiesiogiai pritaikyti praktikoje. 

Pirmiau, negu papasakosime apie Archimedo rezultatus, iš- 
spreskime tokį uždavinį. 

Vienoje tiesės AB pusėje pažymėti du taškai F, ir Fə. Raski- 
te tokį tiesės tašką, kad jo atstumų nuo taškų F, ir Е suma būtų 
mažiausia. ` 

Norint išspręsti šį uždavinį, užtenka tašką Р» atvaizduoti tie- 
sės AB atžvilgiu (18 pav.). Tuomet, koks bebūtų šios tiesės taš- 
kas N, turime |NF>|=|NF'|, ir todėl |NFi| + |NFo| - |NFi|- 
+|NF'|. Bet |NF,|+|NF'| įgyja mažiausią reikšmę, kai taškas 
N sutampa su tiesių AB ir РЁ" susikirtimo tašku Nj. Tuomet 
kampai F.N,A ir F»N,B kongruentūs. Taigi reikiamą savybę turi 
taškas №, — taškas, kuriame kritimo kampas lygus atspindžio 
kampui. Būtent šią savybę turi šviesos spindulys, atsispindėjęs 
nuo veidrodžio (ta atsispindėjusio šviesos spindulio savybę Zi- 
nojo Archimedas). 

O dabar imkime elipsinį veidrodį ir jo židinyje F padėkime 
šviesos šaltinį (19 pav.). Archimedas įrodė, kad atsispindėję nuo 
veidrodžio spinduliai susirinks kitame židinyje F,. Norėdami jró- 
dyti šį teiginį, kartu su duotąja elipse išnagrinėkime visas elip- 
ses, kurių židiniai yra taškuose F, ir F. Jos skiriasi taškų ats- 
tumų nuo židinių suma — didėjant sumai, elipsės plečiasi. 

Jeigu per kurį nors elipsės tašką M nubrėžtume liestine AB, 
tai, imant visus kitus liestinės taškus, suma |NFi| --|NF| būtų 
didesnė negu ta pati suma, imant tašką M (visi. šie ѓа&Каі yra 
elipsės išorėje). Vadinasi, taškas M turi anksčiau minėtą mini- 
malia savybę. Todėl kampai F,MA ir FMB yra kongruentus. Va- 


18 pav. 
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y ; | dinasi, spindulys, paleistas iš taško 
| parabolė F ir atsispindėjęs nuo elipsės taške 
(t.y. nuo elipsės liestinės šiame 

taške), praeis per tašką Fi. : 

„Dabar tarkime, kad taškas F pra- 
deda tolti tiese F,F, o taškas Fi, kaip 
ir elipsės viršūnė, nejuda (20 pav.). 

Elipsė kinta, bet spinduliai, išėję iš 

taško F, kaip ir anksčiau susirenka 

taške F;. Kai taškas F nutolsta į be- 
galybę, elipsė virsta parabole (taigi 
parabolė yra ribinė elipsės forma), 

o spinduliai, einantys iš taško F, — 

spinduliais, einančiais iš begalybės.. 

Jie yra lygiagretūs parabolės simetrijos ašiai. Vadinasi, įrodėme: 

tokį teiginį. 

Bet kuri tiesė, lygiagreti parabolės simetrijos ašiai, atsispin- 
dėjusi nuo parabolės, eina per jos židinį. 

Dabar jau aišku, kaip pagaminti veidrodį, surenkantį Saulės 
spindulius viename taške. Reikia jo paviršiui suteikti sukimosi 
paraboloido formą — paviršiaus, kuris gaunamas sukant parabo- 
le apie ašį. Jei tokį parabolinį veidrodį nukreiptume į Saulę, tai 
visi atsispindėję spinduliai eitų per parabolės židinį F, ir tempe- 
ratūra jame būtų tokia aukšta, kad galėtume užvirinti vandenį, 
išlydyti šviną ir pan. Beje, iš čia kilęs ir „židinio“ pavadinimas. 

Ši parabolinių veidrodžių savybė taikoma konstruojant sau- 
lės krosnis, teleskopus ir t. t. Parabolines antenas galima pama- 
tyti šalia kiekvieno aerodromo — jos naudojamos, norint į vieną 
tašką surinkti nuo lėktuvo atsispindėjusius radiolokatoriaus sig- 
nalus. Prožektoriuose, priešingai, šviesa, išėjusi iš parabolinio 
veidrodžio židinio bei atsispindėjusi, sudaro lygiagretų pluoštą 
ir neišsisklaido. Dėl tos pačios priežasties automobilių žibintai 
yra sukimosi paraboloido formos. Paraboliniai veidrodžiai taip 
pat naudojami lazeriuose. 

Kaip tvirtina savo romane Aleksejus Tolstojus, inžinierius Ga- 
rinas gaudavo kondensuotus šviesos energijos pluoštus ne para- 
boliniais, o hiperboliniais veidrodžiais. Reikia manyti, kad ra- 
šytojas, turintis aukštąjį techninį išsilavinimą, žinojo „klaidą“ 
ir padarė ja tyčia, galvodamas, jog „inžinieriaus Garino hiper- 
boloidas“ skamba gražiau negu „inžinieriaus Garino paraboloi- 
das“, o daugeliui skaitytojų juk visai nesvarbu, kokiu veidrodžiu 
iš tiesų gaunamas kryptingas spindulių pluoštas. 

Tik ką įrodytą parabolės savybę galima suformuluoti ir taip. 

Per bet kurį parabolės tašką nubrėžta liestinė dalija pusiau 
kampą, kurį sudaro tiesė, jungianti lietimosi tašką su židiniu, ir 
statmuo, nuleistas iš šio taško į direktrisę. 

Pasinaudoję šia pastaba, lengvai įrodytume, kad parabolės. 
x2=2py liestinės krypties koeficientas proporcingas lietimosi taš-- 


20 pav. 
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ko abscisei. Iš tiesų nubrėžkime 
šios parabolės direktrisę ir pažy- 
mėkime jos židinį (21 pav.). Pa- 
rabolės židinio koordinatės 
F (о; 2) o direktrisé nuo absci- 
sių ašies nutolusi atstumu B. 
Kadangi |FM|-|MK]|, o tiesė 
MT dalija kampą FMK pusiau, 
tai |FT|=|TK|, todėl taškas T 
yra abscisių ašyje, be to, |OT| — 9] pav. 
=|TP| = Ž. Dabar jau aišku, kad 
IMP! y x x 


Ritos =t£ 0 — TTPj TMP : 
2 


— B įrodyti, kad bet kuri kreivė, turinti šią savybę, yra pa- 
rabolė. 

7. Gyvsidabrio veidrodis. Pagaminti milžinišką parabolinį te- 
leskopo veidrodį sudėtinga — reikia labai tiksliai nušlifuoti stik- 
14. Amerikiečių fizikas Robertas Vudas sugalvojo, kaip tokį veid- 
rodį pagaminti iš gyvsidabrio. Jis šulinio dugne pastatė indą 
su gyvsidabriu, o stoge iškirto skylę. Elektros variklis iš lėto 
suko indą, o virš šulinio esantis stebėtojas pro okuliarą matė 
zenitą praeinančių žvaigždžių ir planetų atvaizdus. 

Mėgstantys sensacijas Amerikos ir Europos žurnalistai puolė 
prie naujo atradimo ir netgi siūlė tokiais teleskopais perduoti 
signalus į Marsą. Tačiau greitai paaiškėjo, kad Vudo idėja ma- 
žai perspektyvi, nes su jo teleskopu nebuvo galima stebėti zenite 
nesančių žvaigždžių (kai kurių techniškų klausimų sprendimas, 
sugalvotas Vudo, visgi buvo naudingas, pavyzdžiui, būdas, kaip 
pakabinti indą, kad, veikiant varikliui, gyvsidabris nevirpėtų). 
Tačiau galima sutikti su tuo, kaip vienas amerikiečių fizikas 
įvertino žurnalistų sukeltą triukšmą. Apžiūrėjęs gyvsidabrio te- 
leskopą, svečių knygoje jis įrašė eiles: 

„Dzin. dzin garsai— 
Šuliny jisai. 

Ką gi ima Vudas ateitin? 
Gyvsidebrį ir geldą tik. 
Na, o rezultatas koks? . 
Tiesą sakant, joks!“ ! 


Norėdami suprasti Vudo idėją, išsiaiškinkime, kokios formos 
yra tolygiai sukamo skysčio paviršius. Per sukimosi ašį nubrėž- 


kime bet kokią plokštumą. Kreivę, kuri gaunama skysčio pavir- 
šių perkirtus plokštuma, pažymėkime LOL/. Parinkime koordina- 


! Čia ir toliau eiliuotą tekstą vertė V. Venclova. 


y čių sistemą taip, kaip parodyta 22 
"paveiksle, ir pažymėkime bet kurį 

kreivės LOL’ tašką M (x; y). Šis. 
taškas, sukdamasis kampiniu grei- 
čiu o, brėžia spindulio |PM|=x ap- 
skritimą, kurio plokštuma statmena 
brėžinio plokštumai. Taško M lini- 
jinis greitis lygus œx, be to, greičio 
vektorius statmenas brėžinio plokš- 
tumai. Todėl tašką M veikia išcent- 
rinė jėga u=mo?x ir vertikaliai že- 
myn nukreiptas sunkis p=mg (m — 
nagrinėjamo, taško masė). Šių jėgų 
atstojamąją turi atsverti paviršiaus 
normales kryptimi veikiantis skysčio 
slėgis. Vadinasi, atstojamosios kryp- 
29 pav. tis kiekviename taške turi būti tokia 
pati, kaip ir normalės. Tuomet iš tri- 


TTL 


7 


|| 


РРР "УУУУЛУУУУЛУЛУУУ/ УУУУ УУ УУУУ. 


L ч 


ALISI 


| mg : 
а — kampas, kurį liestiné sudaro su abscisių ašimi. Vadinasi, 
ieškomosios kreivės liestinės krypties koeficientas proporcingas 
lietimosi taško abscisei. 

Žinome, kad ši savybė — parabolės požymis. Todėl kreivė 
LOL’ — parabolė, o skysčio paviršius — sukimosi paraboloidas. 
Jo židinio nuotolis priklauso nuo kampinio greičio ir lygus -E- : 
Kitaip tariant, kuo greičiau sukasi skystis, tuo Žemiau yra taš- 
kas O ir tuo trumpesnis židinio nuotolis. Šiuo principu veikia 
prietaisas, kuriuo matuojamas veleno sukimosi greitis. Besisu- 
kantys indai, pripildyti išlydyto metalo, naudojami išcentriniu 
būdu liejant tuščiavidurius kūnus ir vamzdžius. 


23 pav. 
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8. Žemės forma ir radijo bokštas. Dabar panagrinėkime pavir- 
šius, kurie gaunami sukant kitus kūgio pjūvius apie simetrijos 
ašis. Sukant elipsę apie trumpesniąją simetrijos ašį, gaunamas 
paviršius, panašus į apelsiną, o sukant apie ilgesniąją simetri- 
jos ašį — panašus į agurotį (23 pav.). Šie paviršiai vadinami 
atitinkamai suspaustų ir ištemptu sukimosi elipsoidu. Saulė ir 
kitos žvaigždės, veikiamos išcentrinės jėgos, įgyja suspausto su- 
kimosi elipsoido formą. Tokios pat formos yra Žemės paviršius. 
XVII a. pradžioje Izaoko Niutono pasekėjai ilgai ginčijosi dėl 
Žemės formos su astronomais Džovaniu Kasiniu (1625—1712) ir 
jo sūnumi Žaku (1677—1756). Pirmieji, argumentuodami savo 
nuomonę Niutono traukos teorija, manė, kad Žemė yra suspausta, 
o antrieji, remdamiesi netiksliais matavimais, laikė ja ištemptu 
elipsoidu. Ginčą galima buvo išspręsti tik išmatavus meridiano 
lanko ilgį šalia pusiaujo bei poliarinėse srityse. Ekspedicija, va- 
dovaujama prancūzų mokslininkų Pjero Luji Mopertiujo (1698— 
.1759) ir Aleksio Klero (1713—1765), atliko tokius matavimus 
Laplandijoje, o kita ekspedicija — Amerikos kontinente, kur da- 
bar yra Ekvadoro respublika. Šios ekspedicijos patvirtino, „kad 
teisus buvo Niutonas. Mopertiujis tiek didžiavosi laimėjimu, jog 
leido išspausdinti graviūrą, kurioje pavaizduota, kaip jis viena 
ranka suspaudžia Žemės rutulį. Tos epochos žmonijos minčių val- 
dovas Volteras. iš pradžių išgyrė Mopertiujo atradimą, vadino jį 
poliarinio rato markizu, brangiuoju pasaulio ir Kasinio pliuškin- 
toju ir netgi seru Izaoku Mopertiuju. Bet greitai Voltero ir Mo- 
pertiujo santykiai pablogėjo, ir Volteras kandžiai parašė: 

„Vietose, pilnose nuobodulio, Jūs patvirtinote tai, 

ką Niutonas pažino, neišvykdamas iš savo būsto“. 

Tačiau sunku sutikti su Volteru. Juk nė vienos teorijos ne- 
galima laikyti teisinga, kol jos nepatvirtina bandymas, panašiai 
kaip jokio eksperimento negalima laikyti baigtu, kol nesukurta 
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ji paaiškinanti teorija. Pastaroji, atskirta nuo eksperimento, būtų: 
tuščia, o šis — trumparegis; be to, abu — nenaudingi ir neįdomūs. 
Hiperbolė taip pat turi dvi simetrijos ašis. Viena jų kerta 
hiperbolę, o antroji — ne. Sukdami hiperbolę apie kiekvieną si- 
metrijos ašį, gauname du sukimosi hiperboloidus. Pirmąjį suda- 
ro dvi šakos, ir jis vadinamas dvišakiu hiperboloidu (24 pav.), 
o antrasis yra vientisas ir vadinamas vienašakiu hiperboloidu. 
Vienašakis sukimosi hiperboloidas turi įdomią savybę — per kiek- 
vieną šio hiperboloido tašką eina dvi jo paviršiuje esančios tie- 
sės (25 pav.). Todėl jis tarytum išaustas iš tiesių, ir jį galima 
gauti sukant vieną tiesę apie kitą, prasilenkiančią su pirmąja. 
Šią vienašakio hiperboloido savybę panaudojo rusų inžinie- 
rius V. Šuchovas, statydamas radijo stotį Maskvoje (Šuchovo 
bokštai). Ją sudaro kelios viena ant kitos pastatytos vienašakių 
hiperboloidų dalys. Kiekviena dalis pagaminta iš dviejų rūšių 
tiesių sijų, sujungtų susikirtimo taškuose (26 pav.). Panašiai su- 
konstruotas ir Eifelio bokštas Paryžiuje. | 


HI SKYRIUS 
MOKSLAS APIE BEGALYBĘ 


1. Begalybė. Kartu su kintamojo dydžio ir iunkcijos sąvokomis 
svarbų vaidmenį kuriant diferencialinį bei integralinį skaičiavi- 
mą suvaidino begalybės idėja. Jos atsiradimas dingsta amžių 
glūdumoje. 

Lingvistikos duomenys rodo, kad iš pradžių žmonės "mokėjo 
skaičiuoti tik iki dviejų. Paskui skaičių atsarga „išsiplėtė iki šešių: 
netgi XIX a. rastos gentys, skaičiavusios taip: „vienas, du, du- 
vienas, du-du, du-du-vienas, du-du-du“, o viską, kas su- 
darė daugiau kaip šešis, vadindavo „daug“. Ir šiandiėn rusų pa- 
tarlėse ir priežodžiuose skaičius „septyni“ pakeičia žodį „daug“ 
(„Septyni vieno nelaukia“, „Septynis kartus išmatuok, vieną kar- 
tą nukirpk“ ir pan.). Yra pagrindo manyti, kad lietuviai vietoj 
„daug“ sakydavo. „devyni“ (,Susirinko devynios galybės žmo- 
nių“, „Devyni vyrai gaidį pjovė“, ,,Susiraukes kaip devynios pėt- 
nyčios“ ir pan.)!. Paskui didžiausiu pasidarė skaičius 40, po to- 
ši riba pasistūmėjo iki 100, vėliau — iki 1000. Bet ir šių skaičių 
neužteko suskaičiuoti žvaigždėms danguje, smiltelėms jūros kran- 
te, lapams miške. Žiūrėdami aukštyn, žmonės mąstydavo, koks 
beribis dangus ir kiek daug jame žvaigždžių. Šie jausmai iš- 
reikšti Lomonosovo eilėse: 

„Nušvito skliautas žvaigždėmis skaisčiom; 
Erdvė bedugnė, o žvaigždžių — nesuskaičiuot“. - 

Išradus pozicinę skaičiavimo sistemą, galima buvo išvardyti 
labai didelius skaičius. Pavyzdžiui, vienoje babiloniečių lentelėje 
pateikti visi skaičiaus 60% + 10.607 = 195 955 200 000 000 dalikliai. 
Indų knygose apskaičiuojamas „atomų“ kiekis, telpantis 3200 
lanko ilgiuose (jis lygus 108 470 495 616 000), o vienoje jų pa- 
sakojama apie mūšį, kuriame dalyvavo 1023 beždžionių. Sig sak- 
mių autoriai nesijaudino, kad toks beždžionių kiekis netilps vi- 
soje Saulės sistemoje. Jie džiaugėsi, galėdami operuoti milžiniš- 
kais skaičiais. : 

Senovės Graikijoje nebuvo žinoma pozicinė skaičiavimo siste- 
ma (matyt graikų matematikai nesidomėjo praktiniais klausimais), 
tačiau Archimedas sukūrė žymėjimų sistemą, pagal kurią galima 
išvardyti skaičius nuo 1 iki 1059", Jeigu skaičių 10810“ parašy- 
tume popieriaus juostoje taip, kad viename metre tilptų po 400 
skaitmenų, tai juosta būtu ilgesnė už atstumą nuo Žemės iki Sau- 
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lės! Archimedas įrodė, kad smiltelių kiekį, telpantį rutulyje, kurio 
spindulys lygus atstumui nuo Žemės iki nejudančių žvaigždžių 
sferos (tuo metu manyta, kad visos žvaigždės pritvirtintos prie 
sferos, kurios centre yra Žemė), galima išreikšti daug mažes- 
niais skaičiais. 

Operuodami milžiniškais skaičiais, žmonės pradėjo galvoti, 
kad paties didžiausio skaičiaus nėra, kad po kiekvieno jų eina 
kitas, o natūrinių skaičių aibė yra begalinė. Šiandien ši idėja su- 
prantama net IV klasės mokiniams, bet kažkada ji buvo svarbus 
teorinio mąstymo laimėjimas, po kurio jau galima kelti klausi- 
mą apie erdvės beribiškumą. Kas yra už nejudančių žvaigždžių 
sferos? Ar turi Visata ribą? Mastydami apie tai, senovės graikų 
filosofai pradėjo pasaulį įsivaizduoti kaip bekraštį. „Kur besto- 
vėtų karys, savo ietį jis gali ištiesti dar toliau“, mokė VI a. 
pr. m.e. gyvenęs filosofas Anaksimandras. Šiandien jau žinome, 
kad šis teiginys įrodo tik erdvės neaprėžtumą, bet ne begalybę. 

Dar anksčiau žmonės suprato, kad pasaulis yra amžinas ir 
begalinis. Ši idėja išreikšta tokioje Rytų alegorijoje: 

„Štai deimantinis tūkstančio uolekčių aukščio kalnas. Vieną 
kartą per šimtmetį atskrenda paukštelis ir galanda į jį snapą. 
Kai jis nugaląs visą kalną, praeis pirmoji amžinybės akimirka“. 

Taip atsirado begalinio visomis kryptimis ir amžino pasaulio 
modelis. Drąsiausieji mąstytojai (pavyzdžiui, Heraklitas) mokė, 
kad pasaulis neturėjo pradžios ir ne dievai jį sukūrė. 

2. Atomistika ir begalinės mažybės. Apsipratę su begalybės 
idėja, mąstytojai pradėjo galvoti ir apie be galo mažus dydžius, 
kurie gaunami neribotai dalijant daiktus į dalis. Kasdieninė pa- 
tirtis mokė, kad duoną, obuolį, vyno asotį galima padalyti vai- 
šių dalyviams. Kiekvieną gautąją dalį galima dalyti į dar smul- 
kesnes dalis. Bet ar yra šios dalybos riba? Atsakyti į tokį klau- 
simą tik iš patirties neįmanoma. Čia juk kalbama apie tokias 
smulkias dalis, kurių negalėjo matyti net pats akyliausias žmo- 
gus. Todėl klausimas apie daiktų dalumo ribą iš patirties sferos 
persikėlė į samprotavimų sfera. 

Atsirado dvi pagrindinės mokyklos, kurių viena mokė, kad 
begalinė dalyba galima, o antroji teigė, kad esti mažiausios me- 
džiagos dalelės — atomai, kurie toliau nesidalija (graikų kalbos 
žodis „atomas“ reiškia „nedalus“). Atomistai ir jų priešininkai 
skirtingai traktavo tik materijos prigimtį. O tuo, kad erdvė yra 
neribotai dali, neabejojo netgi patys aršiausi atomizmo šali- 
ninkai. | 

V a. pr. m. e. viduryje paaiškėjo, kad iš prielaidos apie 
begalinį erdvės dalumą, neatsargiai elgiantis, galima gauti pa- 
radoksalių išvadų. Filosofas Zenonas Elėjietis, remdamasis šia 
prielaida, įrodinėjo, kad... pasaulyje nėra judėjimo. Juk, sakė jis, 
skrendanti strėlė, pirmiau negu pataiko į tikslą, turi nuskrieti 
pusę kelio, iki tol — ketvirtį, dar anksčiau — vieną aštuntąją ke- 
lio ir t.t. Kadangi erdvė yra neribotai dali, tai dalijimo pusiau 
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procesas nesibaigs ir strėlė niekada neskries. Šią išvadą panei- 
gia paprasčiausias eksperimentas, aprašytas A. Puškino eilėraš- 
tyje: 

„Judėjimo nėra, išminčius vienas teigė, 

Bet kitas ėmė vaikščioti prieš jį, — 


Štai aisakas geriausias, dievaži! — 
Ir tuščias nenaudingas ginčas baigės“. 


Bet visgi Zenono argumentai parodė, jog begalybė to meto 
matematikoje suprantama naiviai. Būtent iš jo samprotavimų 
pirmą kartą paaiškėjo, kad atkarpą galima padalyti į begalinę 
aibę atkarpų, kurių kiekviena yra baigtinio ilgio. Iki Zenono 
atkarpa visada buvo dalijama tik į lygias dalis. Tuomet, didi- 
nant dalių skaičių, jų ilgis neribotai mažėdavo. Zenono aporijų ! 
filosofinę reikšmę sudarė tai, kad jos atskleidė tikrąjį judėjimo, 
erdvės ir laiko prieštaringumą. Ir šiandien teorinėje fizikoje 
atsiranda sunkumų, šiek tiek primenančių Zenono prieštaravimus. 
Tik Zenono paradokse begalinis buvo dalių, kurias turi nuskrieti 
strėlė, skaičius, o šiuolaikinėje fizikoje begalinė yra elektrono 
ir jo sukuriamo elektromagnetinio lauko sąveikos energija. Ir 
galbūt Zenono bei šiuolaikinių fizikų kliūčių priežastys yra kaž- 
kuo giminingos — abiem atvejais iškyla klausimas, ar galima 
mikropasauliui taikyti sąvokas, atsiradusias tyrinėjant didelius 
objektus, ir kokia yra erdvės mažos dalies sandara. 

Įspūdį, kurį padarė Zenono aporijos, galima palyginti su per- 
versmu fizikų mąstyme, atsiradus reliatyvumo teorijai. Po Ze- 
nono jau nebuvo galima taip nerūpestingai elgtis su begalybe, 
kaip tai darė jo pirmtakai. Samprotavimai, kuriuose vartojamas 
žodis „begalybė“, neteko vertės. 

Išgelbėti padėtį bandė žymiausias senovės айша Demok- 
ritas. Jis sukūrė teoriją, kurioje bandė įrodyti, kad ne tik fizi- 
niai kūnai sudaryti iš atomų, bet ir erdvė yra dali tik iki tam 
tikrų ribų, o paskui eina jos dalys, neturinčios nei formos, nei 
matmenų. Jeigu Demokrito bandymas pavyktų, šiuolaikinė ma- 
tematika gal būtų kitokia — ne tolydžių, o diskretinių dydžių 
matematika. Bet Demokrito teorija nesugebėjo paaiškinti, kodėl 
kvadrato kraštinė ir įstrižainė yra nebendramatės. Juk, jeigu 
atkarpos sudarytos iš baigtinio skaičiaus nedalomų dalių, už- 
tektų apskaičiuoti tokių dalių kiekį kvadrato įstrižainėje ir kraš- 
tinėje, kad galėtume jų ilgių santykį išreikšti trupmena. Be to, 
Demokritui nepasisekė paaiškinti, ar piramidės pjūviai lygūs. 
Jei jie lygūs, piramidė negali siaurėti į viršūnės pusę, o jei ne- 
lygūs, piramidė turi būti laiptuota (juk pagal Demokritą, nuo- 
sekliai dalijant piramidės aukštinę pusiau, galiausiai gaunami ne- 
dalūs sluoksniai). Gali būti, kad pats Demokritas abejojo, ar iš 
tikrųjų yra piramidės, rutuliai ir kiti geometriniai kūnai, ir laikė 
juos abstrakcija, t. y. įsivaizdavo laiptuotais kūnais su labai ma- 
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žais laipteliais, kurių . nesugeba skirti žmogaus jutimo organai. 
Demokrito darbai nepasiekė mūsų laikų. Apie juos sprendžiame 
iš to, ką pacitavo kiti filosofai. 

3. Aktualioji ir potencialioji begalybė. Kai paaiškėjo, kad De- 
mokrito idėjų neįmanoma logiškai pagrįsti, filosofai pradėjo ieš- 
koti kitų kelių, norėdami paneigti Zenono samprotavimus. Aris- 
totelis ėmė skirti aktualiąją bei potencialiąją begalybę. Atsaky- 
damas į klausimą „Ar yra begalybė?“, jis sakė: 

„Begalybė, kaip jutimo organais suvokiamas begalinis kūnas 
arba dydis, neegzistuoja aktualiai... Begalybė egzistuoja poten- 
cialiai, begalinis yra judėjimas... 

Taigi Aristotelis manė, kad begalinis dalybos pusiau proce- 
sas yra galimas, bet negalima atkarpos dalyba į begalinę dalių 
aibę. Aristotelio mokiniai laikė nemokslišku supratimą, kad dy- 
džiai sudaryti iš begalinės labai mažų dalių aibės. Jie sakė: 
„Mokslas teisingas tiek, kiek jis nesiremia prielaida, kad tolydus 
sudarytas iš nedalomo“. 

Teko ir matematikams išvyti iš mokslo nedalomuosius, o kar- 
tu su jais ir begalybę. Bet kokie samprotavimai, panaudojantys 
begalybės sąvoką, buvo uždrausti. Netgi judėjimu ir apskritai 
mo sąvoka laikoma savaime suprantama, bet logiškai nepatikima. 

. Atomistiškai samprotaudamas, Demokritas apskaičiavo pira- 
midės „tūrį. Pasmerkus jo idėjas, reikėjo ieškoti naujų būdų šiai 
formulei gauti, reikėjo kurti geometrinių dydžių apskaičiavimo 
procedūrą, kurioje nebūtų nei begalinių mažybių, nei nedalomųjų. 
IV a. pr. m. e. tokią procedūrą sugalvojo graikų matematikas 
Eudoksas. Jis sukūrė išsėmimo (kitaip nykimo) metodą, kurį 
taikydamas, iš teiginių apie daugiakampių ir prizmių plotą bei 
tūrį jis gaudavo atitinkamus teiginius apie sudėtingesnių figūrų 
plotą ir tūrį. 

Pavyzdžiui, norėdamas įrodyti, kad dviejų skritulių plotų san- 
tykis lygus jų skersmenų ilgių kvadratų santykiui, Eudoksas iš 
pradžių pritaikydavo atitinkamą teiginį įbrėžtiems į šiuos skri- 
tulius taisyklingiems daugiakampiams. Po to šiuolaikinis mate- 
matikas pereitų prie ribos. Graikams šis kelias buvo uždarytas, 
todėl Eudoksas ėjo aplink. Jis tardavo priešingai, kad skritulių 
plotų santykis didesnis už skersmenų kvadratų santykį. Po to 
į šiuos skritulius jis įbrėždavo taisyklingus daugiakampius, turin- 
čius tiek daug kraštinių (bet visgi baigtinį jų skaičių), kad dau- 
giakampių plotas mažai skyrėsi nuo skritulių ploto. | 

Pasirodė, kad šių daugiakampių plotų santykis lygus skers- 
menų kvadratų santykiui (tai jau buvo žinoma prieš įrodymą), 
antra vertus, jis didesnis už šį santykį (nes tokią savybę turi 
skritulių plotų santykis, o daugiakampio plotas beveik nesiski- 
ria nuo skritulio ploto). Suprantama, Eudokso įrodymas daug 
griežtesnis ir detalesnis, bet dėl gausių lemų bei išvadų toks 
gtiozdiškas, kad netgi žmogui, арнаш dalyko esmę, sun- 
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kiai suvokiamas. Iš prielaidos, kad skritulių plotų santykis dides- 
nis už skersmenų kvadratų santykį, gaunamas prieštaravimas, 
o prielaida, kad jis yra mažesnis už skersmenų kvadratų santykį, 
paneigiama tokiais pat samprotavimais. Lieka viena — tarti, jog 
šie du santykiai lygūs. Kaip mėgdavo sakyti Šerlokas Holmsas, 
„tai, kas lieka, pašalinus viską neįmanomą, yra tiesa“. 

Eudokso metodą sėkmingai taikė Archimedas, išvesdamas pi- 
ramidės ir rutulio tūrio formules, parabolinės nuopjovos (iigū- 
ros, apribotos parabolės lanku ir styga, į kurią šis lankas re- 
mmiasi) bei spiralės išpjovos ploto formules ir t.t. Tačiau vėles- 
nių kartų mokslininkams buvo neaišku, kaip Archimedas jas gavo, 
nes išsėmimo metodu galima ištirti tai, kas klaidinga, bet ne- 
įmanoma atrasti to, kas teisinga.: 

Įspėti šią mįslę pavyko tik po dviejų tūkstantmečių, kai buvo 
sukurtas integralinis skaičiavimas, leidęs be vargo išspręsti dar 
sudėtingesnius uždavinius. 1906 m. Peterburgo universiteto pri- 
vatdocentas Popadopulas Keramevsas vieno Jeruzalės vienuoly- 
no bibliotekoje rado pergamente parašytą teologijos traktatą. Ka- 
dangi viduramžiais pergamentas buvo labai brangus, tai vienuo- 
liai dažniausiai ištrindavo arba nuplaudavo pagonišką senovinių 
knygų tekstą ir aprašydavo kurio nors jų išgalvoto didžiojo kan- 
kinio gyvenimą arba samprotavimus, kodėl 'trejybė vienaesmė. 
Jei vienuolis nepasižymėjo uolumu, nuplautą rankraštį, nors ir 
sunkiai, būdavo galima perskaityti. Kai Popadopulas Keramev- 
sas paskelbė dalį nuplauto teksto, matematikos istorikas danas 
Heibergas iš karto suprato, kad vienuolis pražudė Archimedo dar- : 
bų rankraštį. Po didelių pastangų tekstą pavyko atkurti. Pasi- 
rodė, kad didžiąją Archimedo darbų dalį mokslininkai jau žinojo. 
Bet vienas buvo nežinomas — laiškas Eratostenui, kuriame Ar- 
chimedas atskleidė savo metodus ir mokė ne tik kaip įrodinėti, 
bet ir kaip atrasti nauja. 

Paaiškėjo, kad rezultatus Archimedas gaudavo. „neteisėtais“ 
Demokrito metodais, naudodamasis nedalomosiomis figūrų dali- 
mis. Ritinius, kūgius ir rutulius jis skaidydavo į ,„nedalomus“ 
plonus skritulėlius, įrodydavo reikiamą teiginį su vienu tokiu 
skritulėliu, akcentuodavo, kad ši išvada tinka visiems skritulė- 
liams, ir užbaigdavo sakiniu, kurį buvo griežtai uždraudę orto- 
doksalūs to meto matematikai: „Kadangi kūnas sudarytas iš to- 
kių skritulėlių, kurie užpildo jj visą, tai teiginys tinka visam 
kūnui“. Dar reikia pridurti, kad Archimedas nebijojo sampro- 
tauti apie svertų pusiausvyrą, perkelti skritulėlių iš vienos vietos 
į kitą ir t.t. Beje, skaitytojas žino, kad Archimedas nagrinėjo ne · 
tik grynosios matematikos, bet ir mechanikos, optikos, hidrosta- 
tikos klausimus, kad būtent jis nustatė plūduriuojančių kūnų 
dėsnius, ir todėl jo pomėgis samprotauti, pasitelkus mechaniką, 
visai nestebina. | | 

4. Atomižmo atgimimas. Beveik рег du tūkstantmečius po 
Zenono ir Demokrito, Platono ir Aristotelio ginčų atomistinis 
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mokymas buvo prisimenamas retai. Tik romėnų poetas ir filosofas 
Lukrecijus Karas poemoje „Apie daiktų prigimtį“ vėl propagavo 
šį, atrodytų jau užmirštą, mokymą. Vakarų Europoje mokslinin- 
kai scholastai kartojo paskui Aristotelį ir jo mokinius, kad me- 
džiaga yra be galo dali, o apie erdvę bei laiką ir kalbos negali 
būti — jų begalinis dalumas atrodė aiškus savaime. Šiam požiū- 
riui įsigalėti padėjo tai, kad žinomuose to meto mokslininkams 
matematiniuose Euklido ir Archimedo kūriniuose dominavo išsė- 
mimo metodas, pagrįstas beribiu geometrinių figūrų dalumu. 

Vienas pirmųjų atomizmą iš naujo pradėjo ginti Džordanas 
Brunas, kuris rašė: „Visų fizikos bei matematikos klaidų prie- 
žastis ir pagrindas yra tolydumo ir begalinio dalumo prielaida“. 
Scholastai mokė, kad Visata yra ribota, o erdvė — be galo dali. 
Brunas manė, kad erdvė — neribota, o dalumas turi ribą. Kadangi 
Brunas ne tik griovė Aristotelio mokymą, bet ir skelbė biblijos 
legendoms prieštaraujantį Koperniko mokslą, inkvizicija nepra- 
leido progos nubausti dievo niekintoją. 1600 m. Brunas buvo su- 
degintas Romoje Gėlių aikštėje. Beje, nuo Romos inkvizicijos 
mažai atsiliko Paryžiaus parlamentas. 1624 m. Paryžiuje buvo 
suimti mokslininkai, iškėlę atominę materijos sandaros tezę, ir 
išleistas parlamento potvarkis, reikalavęs bausti mirtimi visus, 
kurie išdrįs polemizuoti su senais ir pripažintais autoriais. 

Bet daugelio mokslininkų šie rūstūs potvarkiai neveikė. Scho- 
lastiško mokslo autoritetas beviltiškai mažėjo, nes scholastai ne- 
sugebėjo spręsti gyvybiškai svarbių praktinių klausimų. O jų 
diena dienon daugėjo, ir nė vienas praktikas neketino laukti, kol 
matematikų gauti rezultatai bus griežtai įrodyti — atsakymo rei- 
kėjo kaip galima greičiau. Greitai išspręsti uždavinius pavykda- 
vo tik pasitelkus oficialiojo mokslo ir bažnyčios pasmerktas ne- 
dalomųjų ir begalinių mažybių sąvokas. 

Pirmasis darbas, kuriame šios sąvokos panaudotos apskaičiuo- 
jant kūnų tūrį, atsirado didėjant praktiniams poreikiams, nors jų 
pobūdis ir buvo šiek tiek keistas. 1613 m. Austrijos karališkojo 
"dvaro matematikas ir astrologas Johanas Kepleris kėlė vestuves. 
Ruošdamasis joms, jis nupirko kelias vynuogių vyno statines. 
Kepleris nustebo, kai pamatė, kad pardavėjas statinės talpą nu- 
stato, išmatavęs tik atstumą tarp angos, į kurią pylė vyną, ir 
paties tolimiausio nuo jos dugno taško. Bet juk taip matuojant 
neatsižvelgiama į statinės formą! Kepleris iškart suprato, kad 
jam prieš akis įdomiausias matematikos uždavinys — ką reikia 
matuoti, kad galima būtų pakankamai tiksliai apskaičiuoti sta- 
tinės tūrį. 

Uždavinį komplikavo tai, kad statinių forma neatitiko nė vie- 
no senovės geometrų išnagrinėto atvejo — jos nebuvo nei rutu- 
liai, nei parabolinės nuopjovos, nei elipsoidai. Spresdamas šį už- 
davinį, Kepleris iš pradžių rado tūrį kūnų, gautų skritulio nuo- 
pjovas sukant apie stygą (atsižvelgdamas į tai, kuri dviejų nuo- 
pjovų sukama apie stygą, gautus kūnus pavadino obuoliu ir 
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citrina). Paskui jis apskaičiavo žiedo, arba, kaip dabar sakoma, 
toro, tūrį. Bet statinė nebuvo panaši nė į vieną jų, ir Kepleriui 
teko pradėti nagrinėti kūnus, kurie gaunami sukant kūgio pjū- 
vių — elipsės, parabolės ir hiperbolės — nuopjovas. Gautus suki- 
nius jis pavadino keistais vardais — svarainiu, kresnu aguročiu, 
kriauše, alyva, slyva ir netgi turkiška čalma. . 

Bet dar keistesni ortodoksalaus geometro požiūriu buvo tie 
metodai, kuriais jis gavo rezultatus. Pavyzdžiui, norėdamas rasti 
toro tūrį, jis pjaustė jį plokštumomis, einančiomis per sukimosi 
ašį, į be galo plonus sluoksnius. Iš vidaus šie sluoksniai buvo: 
siauresni negu iš išorės, todėl Kepleris ėmė jų storį per vidurį. 
Padauginęs storį iš sukamo skritulio ploto, jis apskaičiavo vieno 
sluoksnio tūrį. Norint gauti toro tūrį, reikėjo sudėti visų sluoks- 
nių tūrius. Be to, be galo mažų stygų sumą jis pakeitė apskri- 
timo ilgiu. Kitą kartą Kepleris supjaustė sudėtingą geometrinę 
figūrą į be galo plonus sluoksnius, juos iš naujo sudėjo kita 
tvarka ir gavo cilindrinę nuopjovą — ritinio dalį, kurią nukerta 
plokštuma, einanti per pagrindo skersmenį. O jau apskaičiuoti 
tokios nuopjovos tūrį jis sugebėjo. 

Kai ir tokie ekstravagantiški metodai nepadėjo, Kepleris sam- 
protavo iš analogijos, taikė skaitmeninius metodus ir t. t. Nenuo- 
stabu, kad matematikai, įsisavinę Archimedo metodų tik iorma- 
liąją puse, o ne jų dvasią, užpuolė Keplerį. Bet pirmasis žings- 
nis buvo žengtas — mokslininkai suvokė, kad infinitezimaliųjų 
metodų (lotyniškai „infinitum“ '— begalybė), t.y. tokių sąvokų, 
kaip „be galo plonas sluoksnis“, „nedalomoji dalis“ ir t.t., pa- 
naudojimas gali būti vertingas. 

Kepleris šiuos metodus taikė astronominiuose tyrimuose. Kaip 
žinome, antrajame Keplerio dėsnyje kalbama apie elipsinės iš- 
pjovos plotą. Bet senovės matematikoje nebuvo formulės tokiam 
plotui apskaičiuoti, ir Kepleriui teko pačiam ieškoti naujų kelių. 
Vietoj išpjovos ploto jis nagrinėjo „visų spindulių vektorių“ su- 
mą. Kiekvieną spindulį vektorių jis traktavo kaip be galo ploną 
išpjovą ir sumavo tokių išpjovų begalinę aibę. 

5. Nedalomųjų geometrija. Kaip sudėti be galo daug nykstan- 
čių dydžių, tais metais mąstė ir Galilėjus. Apskaičiuodamas ke- 
lig, kurį nueina tolygiai greitėjantis kūnas, jis turėjo sumuoti 
kelio atkarpas, nueitas per be galo trumpą laiką,— per baigtinį 
laiko tarpą kūno greitis spėdavo pakisti. Šį uždavinį Galilėjus 
įveikė, supratęs, kad reikia apskaičiuoti trikampio plotą. Bet jis 
suvokė, kad, nagrinėjant sudėtingesnius judesius, be tokio su- 
mavimo taisyklių neišsiversi. Viename darbe, parašytame pokal- 
bio forma, Galilėjaus mintis išreiškiantis ginčo dalyvis sako, . 
kad „mes esame begalinių mažybių ir nedalomųjų srityje“. 

Gaila, bet inkvizicijos persekiojamas Galilėjus nespėjo išdės- 
tyti savo idėjų apie begalines mažybes ir nedalomuosius. Tą pa- 
darė jo mokinys Bonaventūra Kavaljeris (1598—1647), 1635 m. 
išleidęs knygą „Geometrija, išdėstyta nauju tolydžių dydžių bū- 
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du“. Joje jis sukūrė supaprastintą begalinių 
mažybių skaičiavimo būdą, pagrįstą prielai: 
da, kad linijos susidaro judant taškams, pa- 
viršiai — judant linijoms, o kūnai — judant 
paviršiams. Iš esmės visus rezultatus Kaval- 
jeris gavo, pritaikęs principą, šiandien vadi- 
namą jo vardu (nors vargu ar galima abe- 
joti, kad jį žinojo senovės atomistai). Ka- 
valjerio principo esmė tokia: dviejų to pa- 
ties aukščio kūnų tūriai yra lygūs, jei, vie- 
nodame lygyje perkirtus šiuos kūnus plokš- 
tuma, pjūviuose gaunamos EE fi- 
gūros. 

Iš šio principo išplaukia, kad dvi pira- 
midés yra vienodo türio, jei ju pagrindai 
lygiapločiai ir aukštinės lygios. Iš to nesunku gauti tri- ` 
kampės piramidės tūrio; formule. 27 paveiksle parodyta, kaip 
supjaustyti trikampę prizmę į tris piramides, kurių tūriai 
pagal Kavaljerio principą lygūs. Pritaikę tą patį principą, gau- 


tume, kad formulė V= +Sh tinka ne tik trikampėms piramidėms, 


bet ir bet kokioms piramidėms ir netgi kūgiams. Pagaliau, rem- 
damiesi Kavaljerio principu, galime rasti rutulio tūrį. Iš 28 pa- 
veikslo aišku, kad, perkirtę spindulio R rutulį plokštuma, nuto- 
` lusia nuo centro atstumu x, pjūvyje gauname skritulį, kurio plo- 
tas lygus x(R?— x?). Kadangi žiedo plotas irgi lygus x(R? — x?), 
tai pagal Kavaljerio principą pusrutulio tūris lygus ritinio ir 


kūgio tūrių skirtumui xR?R — 3 nR?R = 2. пз, o rutulio tūris ly- 


4 3 

gus -> xR*. į 

Analogišką principą Kavaljeris pasiūlė ir plotams palyginti, 
tik čia pjūviai buvo ne plokščios figūros, o atkarpos. Parodysi- 
me, kaip, taikydami šį principą, galime apskaičiuoti po cikloidės 
- arka esančios figūros plotą. Imkime pusę šios figūros ir, be cik- 
loidés, nubrėžkime kreivę, kurią sudaro judančio taško projek- 
cijos vertikaliuose skersmenyse (29 pav.). Nesunku patikrinti, 
kad ši kreivė (sinusoidės dalis) stačiakampį ABCD dalija į dvi 


n C nix. 
py» У 77777 "A 


LII РЈ, A 
= LA A y 2 P 


28 pav. 
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kongruenčias dalis. Stačiakampio 
kraštinių ilgiai yra ar ir 2r, to- 
. dėl kiekvienos dalies plotas lygus 
лг?. Norėdami baigti skaičiavimą, 
turime rasti subrūkšniuotos figü- 
ros plotą. Tačiau kiekvienu lai- 
ko momentu šios figūros styga 
` МР kongrienti skritulio stygos 
pusei EF, todėl pagal Kavaljerio 
principą  subrūkšniuotos figūros 
plotas lygus pusskritulio plotui, 
t. y. = . Taigi figūros AMCB plotas yra , о tuomet visas 
ieškomas plotas lygus Злг?, t. y. tris kartus didesnis už rie-. 
dančio skritulio plotą. . 

Kiti mokslininkai, ieškodami ploto bei tūrio, taikė ir kitokius 
metodus. Pavyzdžiui, Paulis Guldenas (1577—1643) panaudojo 
sunkio centro savybę. Jis teigė, kad sukinio tūris lygus sukamos 
figūros plotui, padaugintam iš ilgio tokio apskritimo, kurį nu- 
brėžia besisukančios figūros sunkio centras, o sukinio paviršiaus 
plotas lygus sukamos kreivės ilgiui, padaugintam iš ilgio tokio 
apskritimo, kurį nubrėžia jos sunkio centras. | 

Pritaikę šiuos teiginius, įsitikinkite, kad toro tūris lygus 
2nžar?, о jo paviršiaus plotas — 4л?аг (30 pav.). Savo darbuose 
Guldenas vengė infinitezimaliųjų samprotavimų, manydamas, kad 
jie yra nepakankamai griežti. Todėl jam nepavyko galutinai jro- 
dyti savo teoremų. Vėliau jas įrodė Kavaljeris, pasitelkęs neda- 
lomųjų metodą. Tikriausiai nei Guldenas, nei Kavaljeris neži- 
nojo, kad dar prieš pusantro tūkstančio metų šias teoremas Archi- 
medo metodais įrodė Papusas. 

6. Greitis ir liestinė. Ploto ir. tūrio skaičiavimas labai domi- 
no XVII a. matematikus. Bet infinitezimaliuosius metodus jie 
taikė, spręsdami ir kito tipo uždavinius — brėždami. kreivių liesti- 
nes. Šią matematikos sritį senovės geometrai mažai nagrinėjo, 
jie mokėjo brėžti tik kūgio pjūvių ir Archimedo spiralės liestines. 

Liestinés brėžimas glaudžiai siejasi su greičio apskaičiavimu. 
Kai taškas juda kreive, greičio vektoriaus kryptis kiekvienu laiko 
momentu sutampa su liestine, о jo 
ilgis lygus judančio taško linijiniam 
greičiui. Pirmą bendrą liestinių brė- 
žimo būdą sugalvojo Dekartas. Lies- 
tinę jis laikė kirstine, kurios abu su- 
sikirtimo su kreive taškai sutampa. 
Ieškodamas susikirtimo taškų, Dekar- 
tas spręsdavo algebrines lygtis, to- 
dėl jam užtekdavo ištirti sąlygas, ka- 
da algebrinės lygties šaknys sutam- 
pa. Tokiu būdu jis išmoko nubrėžti 
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bet kokių algebrinių kreivių liestines. Dekarto metodu buvo ga- 
lima rasti ir šių kreivių asimptotes, t. y. tieses, prie kurių kreivės 
artėja, toldamos į begalybę. Šios asimptotės — tai tiesės, liečian- 
čios kreivę be galo nutolusiame taške. 

Dekarto metodas netiko transcendentinėms kreivėms. Bet dau- 
guma žinomų tuo metu transcendentinių kreivių buvo judančių 
taškų trajektorijos. Todėl, ieškant liestinių ir greičių, buvo sam- 
protaujama kinematiškai. Kai taško judėjimą galima išskaidyti 
į du judėjimus, pakanka rasti kiekvieno jų momentinį greitį, o 
paskui sudėti pagal lygiagretainio taisyklę. 

Pavyzdžiui, norėdami nubrėžti Archimedo spiralės liestinę tam 
tikrame taške M, per šį tašką brėžiame apskritimą bei jo spin- 
dulį (31 pav.) ir apskritimo liestinėje bei spindulyje atidedame 
vektorius, kurių ilgiai lygūs sukamojo ir slenkamojo judėjimo 
linijiniams greičiams. Sudėję gautus vektorius, randame spirale 
judančio taško greičio vektorių. Jo kryptis rodo liestinės kryptį, 
o ilgis — greitį, kuriuo taškas juda spirale. 

Tokiu pat būdu galima nubrėžti cikloidės liestinę. Cikloidę 
brėžiančio taško judėjimas išskaidomas į sukamąjį ir slenkamąjį, 
be to, šių judėjimų greičiai yra suderinti. Bet Dekartas sugal- 
vojo išradingesnį uždavinio sprendimą. Jis pastebėjo, kad bet 
kuriuo laiko momentu taškas, kuriame riedantis apskritimas liečia 
tiesę, nejuda (panašiai, kaip bet kuriuo laiko momentu nejuda 
apatinis automobilio rato taškas). Todėl šiuo laiko momentu ju- 
dėjimas yra tik sukimasis apie lietimosi tašką, o tokio judėjimo 
greičio vektorių rasti nesunku. Šiame liestinių brėžimo metode 
slypėjo didelės galimybės toliau plėtoti kinematiką — čia pirmą 
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kartą iškelta momentinio sukimosi centro idėja, mintis, kad bet 
kokį neslenkamąjį judėjimą galima išskaidyti į sukamuosius ju- 
dėjimus su kintamu centru ir kintamu kampiniu greičiu. 

7. Fliuentos ir fliuksijos. XVII a. antroje pusėje daug užda- 
vinių buvo išspręsta infinitezimaliaisiais metodais. Apskaičiuo- 
tas daugelio figūrų plotas ir tūris, nubrėžtos kai kurių kreivių 
liestinės ir rastas šių kreivių ilgis. Matematikai pastebėjo, kad 
kai kuriais atvejais vietoj tūrio ir ilgio galima skaičiuoti plotą, 
o anglų matematikas Izaokas Barou (1630—1677) įrodė, kad 
ploto skaičiavimas ir liestinių brėžimas susieti tarpusavyje maž- 
daug taip, kaip sudėtis su atimtimi arba daugyba su dalyba, t. y. 
šie du uždaviniai yra vienas kitam atvirkštiniai. 

Žinių sukaupta daug, bet jos nebuvo susistemintos — kiekvie- 
nas uždavinys sprendžiamas kitokiu būdu. Vieni, sekdami Kaval- 
jeriu, vartojo nedalomuosius, kiti, kaip ir Dekartas, samprotavo 
algebriškai ir kinematiškai, treti, sekdami Guldenu, taikė sunkio 
centro teoremas. Visi šie labai įvairūs metodai netilpo to paties 
skaičiavimo rėmuose, kurį būtų galima atlikti pagal nustatytas 
taisykles ir kurio būtų galima išmokyti bet kurį žmogų. Norint 
sukurti tokį skaičiavimą, reikėjo įžvelgti, ką bendro turėjo iš- 
spręsti uždaviniai, šiuo pagrindu sudaryti darnią sąvokų siste- 
mą, o paskui ir algoritmus —skaičiavimo taisykles. Tuo pat metu 
ir beveik nepriklausomai vienas nuo kito tai padarė anglų fizi- 
kas ir matematikas Izaokas Niutonas ir vokiečių filosofas bei 
matematikas Gotiridas Vilhelmas Leibnicas. Įdomu, kad nei vie- 
nas, nei kitas nebuvo tik siauri matematikai — jų moksliniai in- 
teresai aprėpė gana plačią sritį. 

Niutonas per savo ilgą gyvenimą tyrinėjo įvairias mokslo 
šakas: optiką ir akustiką, mechaniką ir chemiją, matematiką ir 
astronomiją. Bet pirmiausia jis buvo fizikas. Matematika jam — 
tik priemonė fizikos uždaviniams spręsti, o astronomija — di- 
dinga kosminė laboratorija, kurioje tikrinamos jo idėjos. Gaila, 
bet mūsų nepasiekė Niutono atradimai akustikos ir chemijos sri- 
tyse, kuriems jis skyrė daug jėgų — jo name kilęs gaisras sunai- 
kino daug neskelbtų Niutono rankraščių, o vėliau jis jau nebe- 
grįžo prie šių tyrimų. 

Moksliniai Niutono tyrimai tęsėsi keletą dešimtmečių, bet 
didesnę šio laiko dalį jis plėtojo idėjas, kurios kilo per dvejus 
metus (1665—1667 metai), praėjusius po Kembridžo universite- 
to baigimo, kai jis, gelbėdamasis nuo maro epidemijos, nusine- 
šusios daugelį dešimčių tūkstančių gyvybių, gyveno gimtojoje 
fermoje. 

To meto fizikai sprendė opiausią problemą, kaip paaiškinti 
planetų judėjimą. Dar Kepleris, apibendrinęs pirmtakų ilgame- 
čių stebėjimų rezultatus, suformulavo šio judėjimo pagrindinius 
dėsnius, išreiškęs juos trimis tezėmis. Tačiau jie nebuvo pa- 
grįsti fizikos principais; šia prasme dėsniai priminė Boro postu- 
latus, apibūdinančius elektronų judėjimą atome. Norint paaiš- 
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kinti Boro postulatus, reikėjo sukurti kvantinę mechaniką; lygiai 
taip pat, pasirodžius Keplerio darbams, turėjo būti sukurtas moks- 
las apie tam tikrų jėgų veikiamų kūnų judėjimą ir surastos jė- 
gos, valdančios planetas. Pirmiausia reikėjo ištirti, kokia jėga 
priverčia planetas nukrypti nuo tiesiaeigio tolyginio judėjimo. 

Gerai žinomas pasakojimas, „kurio autorius ko gero yra pats 
Niutonas: ilsėdamasis sode, jis svarstė šiuos klausimus ir staiga, 
nukritus obuoliui nuo medžio, pagalvojo, kodėl obuolysf visada 
krinta vertikaliai, kodėl ne į šalį, o į Žemės centrą. Materijoje 
turi būti traukos jėga, sukaupta Žemės centre. Jeigu viena ma- 
terija taip traukia kitą materiją, tai turi egzistuoti proporcingu- 
mas jos kiekiui. Todėl obuolys traukia Žemę taip pat, kaip Žemė 
traukia obuolį. Vadinasi, turi veikti Visatą apimanti jėga, panaši 
į tą, kurią vadiname sunkiu. 

Mintis, kad planetų judėjimą sukelia tokia jėga, kilo ir ki- 
tiems mokslininkams, pavyzdžiui Niutono amžininkui Robertui 
Hukui (1635—1703). Buvo spėjama, kad ši jėga atvirkščiai pro- 
porcinga atstumo tarp traukiamų kūnų kvadratui (sugalvoti tai ' 
nesunku, įsivaizduojant traukos jėgą kaip kažką srūvančio iš 
Saulės ir sklindančio į visas puses). Bet niekam iki Niutono ne- 
pavyko, pasitelkus šią hipotezę, paaiškinti visų planetų judėjimo 
ypatybių. 

Kad išspręstų šią problemą, jaunas mokslininkas turėjo su- 
kurti naują matematinį aparatą. Iš laisvojo kritimo dėsnių jis 
nustatė, kad pastovi jėga judančiam taškui suteikia pastovų pa- 
greitį. Iš to buvo padaryta išvada, jog pagreitis ir judantį taš- 
ką veikianti jėga yra proporcingi. Todėl, žinant jėgą, galima 
rasti taško pagreitį bet kuriuo laiko momentu. Tolimesnis užda- 
vinys buvo toks: kaip pagal pagreitį iš pradžių rasti greitį, o pas- 
kui ir taško padėtį bet kuriuo laiko momentu. | 

Niutonas iš karto apibendrino šį uždavinį. Ir greitis, ir taško 
koordinatė yra kintamųjų dydžių tik atskiri atvejai. Todėl Niu- 
tonas nagrinėjo bet kokius, laikui bėgant kintančius dydžius, 
kuriuos pavadino fliuentomis (lotyniškai „fluere“— tekėti). Mo- 
mentinį fliuentos kitimo greitį bet kuriuo laiko momentu jis pa- 
vadino įliuksija. Bendrą uždavinį Niutonas formulavo taip: 

1) turint fliuentų priklausomybę, reikia išvesti Niuksijų pri- 
klausomybę, 

2) žinant Įliuksijų priklausomybę, reikia rasti fliuentų pri- 
klausomybę. 

Kitaip tariant, žinant, kaip vienas kininis dydis priklauso 
nuo kito, reikėjo rasti jų kitimo momentinių greičių priklauso-. 
mybę ir, atvirkščiai, iš žinomos lygties, siejančios greičius, rei- 
kėjo rasti dydžių priklausomybę. Niutonas sugalvojo bendrus šių - 
uždavinių sprendimo metodus. Taikydamas juos, jis nustatė, kad 
planetos juda tik dėl traukos jėgos, kuri atvirkščiai proporcinga 
atstumo nuo Saulės iki planetos kvadratui. Jis parodė, kad to- 
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kios jėgos veikiamas kūnas tam tikromis sąlygomis gali judėti 


ne tik elipse, bet ir parabole arba hiperbole. 


Vėliau buvo ištirta, kad tokiomis kreivėmis juda kai kurios 
kometos, ir todėl, pasirodžiusios vieną kartą, dingsta visam lai- 


„kui. Po dviejų su puse šimtmečių Niutono teorija buvo pritaikyta, · 


nagrinėjant elektronų judėjimą atome, ir gana teisingai jį apibū- 
dino. Tik gilesnė klausimo analizė parodė mokslininkams, kad 
reikia atsižvelgti į kvantinius efektus. * 

Niutono laimėjimai padarė amžininkams tokį didelį įspūdį, 
kad Leibnicas viename laiške jį pavadino „pono dievo patarėju“. 
Naujoji mechanika buvo išdėstyta Niutono knygoje ,,Matemati- 
niai gamtos filosofijos pagrindai“, išleistoje tik praėjus dviem de- 
šimtmečiams po to, kai jis padarė atradimus. Bet ir šioje kny- 
goje Niutonas neatskleidė savo metodų, o tik iš naujo gavo vi- 
sus rezultatus, taikydamas. klasikinius senovės graikų .geomet- 
rijos metodus. ` 

Yra dvi priežastys, kodėl jis taip pasielgė. Pirma, toli gražu 
dar ne visi mokslininkai pritarė naujajam skaičiavimui. Dauge- 
lis matematikų, susipažinusių su juo iš Niutono laiškų, buvo lin- 


"kę ir toliau dirbti senaisiais metodais. Antra, o tai ir svarbiausia, 


Niutonas nebuvo patenkintas metodais, kuriais gavo rezulta- 
tus — norėdamas paaiškinti fliuksijos, momentinio greičio sąvo- 
kas, jis turėjo kalbėti apie greitį dydžio atsiradimo momentu, 
apie nulių skaičiavimą ir apie kitus gana miglotus dalykus. Visai 


„nesunku rasti vidutinį greitį — reikia nueitą kelią padalyti iš 


laiko. O apskaičiuojant momentinį greitį, ir laiko tarpas, ir ke- 
lias lygus nuliui, todėl reikia nulį dalyti iš nulio. Siekdamas dės- 
tymo griežtumo, Niutonas pradėjo kurti ribos sąvoką, bet ir čia 
turėjo panaudoti įvaizdžius, iš kurių jis taip norėjo išsivaduoti. 

8. Visuotinė charakteristika. Mokslininkui, dirbančiam aktua- 
lioje mokslo srityje ir ilgai neskelbiančiam rezultatų, kartais stai- 
ga tenka įsitikinti, kad kažkas kitas, irgi nagrinėjantis tuos pa- 
čius klausimus, gavo daugelį jo teiginių ir netgi pasistūmėjo 
toliau. Taip atsitiko Niutonui: kol jis stengėsi griežtai pagrįsti 
savo metodą, panašų skaičiavimą išrado kitas mokslininkas, anks- 
čiau minėtas Leibnicas. 

Niutonas sukūrė naująjį skaičiavimą, pradiniu tašku laikyda- 
mas fizikos uždavinius, o Leibnicas kėlė platesnes problemas — 
jis ieškojo. universalaus ir logiško matematinio pažinimo meto- 
do, o mokslą apie begalybę traktavo tik kaip pirmąjį tokio me- 
todo pavyzdį. Ta prasme jis buvo Dekarto užmojų paveldėtojas, 
nės Dekartas, sujungdamas algebrą su geometrija, irgi bandė 
rasti bendrą raktą materialiojo pasaulio mįslėms įspėti. Bet, kaip 
jau minėjome, algebriniai Dekarto metodai netiko transcenden- 
tinėms funkcijoms. Reikėjo sukurti mokslą apie begalybę, be ku- 
rio neįmanoma toliau metodiškai PIE mokslo apie baigtinius 
dydžius. 
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Leibnico tikslas — ne tik sukurti mokslą apie skaičius ir erd- 
vine tvarką, bet ir „nuo idėjų analizės priklausantį daug svar- 
besnį skaičiavimą negu aritmetikos bei geometrijos skaičiavimas. 
Tai būtų visuotinė charakteristika, kuri man atrodo viena svar- 
biausių, galimų nagrinėti“. 

Stengdamasis sukurti tokį mokslą, Leibnicas sudarinėjo sa- 
votiškus algoritmus, užbėgdamas už akių matematinės logikos 
idėjoms, nagrinėjo kombinatorikos problemas, planavo bendro- 
sios algebros plėtojimo kelius. 

To meto mokslo būklė neleido Leibnicui įgyvendinti visų SU- 
manymų. Kaip vėliau rašė Imanuelis Kantas, „žymusis Leibnicas 
turėjo daug tikrų žinių, kuriomis praturtino mokslą, bet dar di- 
dingesni buvo jo sumanymai, kurių įgyvendinimo veltui iš jo 
laukė pasaulis“. Tačiau, vadovaudamasis bendromis idėjomis, jis 
sugalvojo ypatingą be galo mažų dydžių skaičiavimą, kuris leido 
lengvai ir vienodu būdu gauti rezultatus, pareikalavusius iš jo 
pirmtakų didelių pastangų. Ir šie, ir naujieji rezultatai, liečian- 
tys įvairiausias funkcijas ir kreives, buvo gaunami pagal griež- 
tai apibrėžtas taisykles. Kaip rašė pats Leibnicas, „šio naujojo 
skaičiavimo privalumas yra tas, kad jis atpalaiduoja vaizduotę, 
sprendžiant problemas, kurias Dekartas išmetė iš geometrijos, 
nes jos vedė į mechaniką, o iš tikrųjų netiko jo skaičiavimui“. 

Svarbus Leibnico nuopelnas plėtojant naujas matematines 
idėjas — apgalvotos pavadinimų ir žymėjimų sistemos sukūri- 
mas. Tinkamos simbolikos stoka stabdo mokslo vystymąsi, truk- 
do mokslininkams reikšti idėjas. Todėl simbolių sistemos, o kar- 
tais ir atskirų simbolių parinkimas yra labai svarbus. Vykusiai 
parinkta simbolika tarsi paima ant savo pečių didžiąją moksli- 
ninko protinio darbo dalį, palengvina kūrybos procesą. O. kar- 
tais simbolikos dėka gaunami rezultatai, kurių negalima paaiš- 
kinti turimomis sąvokomis. Pasirodo, kad sąvokas reikia apibend- 
rinti taip, jog su jomis būtų įmanoma paaiškinti ir šiuos, tik „Їог- 
maliais“ atrodančius rezultatus. Leibnicas akcentavo simbolikos 
įtaką kūrybos procesui. „Reikia pasirūpinti, — rašė jis,— kad žy- 
mėjimas būtų patogus atradimams. Taip dažniausiai būna, kai 
žymėjimas trumpai išreiškia ir tarytum atspindi intymiausią daik- 
tų esmę. Tuomet stulbinančiai sumažėja minties darbas...“ Leib- 
nico sukurta diferencialinio ir integralinio skaičiavimo simbolika 
pasirodė besanti labai apgalvota ir nusisekusi, tiek atitiko dalyko 
esmę, kad ir šiandien vartojama be pakeitimų. 

9. Begalinių mažybių skaičiavimas. Leibnico sukurto be galo 
mažų dydžių skaičiavimo pagrindą sudarė diferencialo ir inte- 
gralo sąvokos, apie kurias jis mąstė jau nuo 1675 metų. Jos tu- 
rėjo būti išnagrinėtos knygoje „Mokslas apie begalybę“. Para- 
šyti šią knygą Leibnicas svajojo ilgus metus, bet, deja, ir šiam 
sumanymui nebuvo lemta įsikūnyti — vietoj jos spaudoje pasi- 
rodė daug straipsnių, skelbtų 1684—1715 metais. Pirmasis me- 
muaras, skirtas naujajam skaičiavimui, buvo išleistas 1684 metų 
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gegužės mėnesį ir vadinosi 
„Naujas maksimumų, minimu- 
mų, o taip pat liestinių meto- 
das, kuriam nėra kliūtis nei 
trupmeniniai, nei iracionalieji 
dydžiai, ir ypatingas šito skai- 
čiavimo būdas“. 

Šiame straipsnyje pirmą 
kartą pasirodė žodis diferencia- 
las (lotyniškai „differentia“ — 0 
skirtumas). Jis buvo nusakytas 
grynai geometriškai. Leibnicas 32 pav. 
brėždavo funkcijos y = (x) gra- | 
fika, imdavo jo tašką M (x; y) ir išvesdavo kreivės liestinę šiame 
taške (tais laikais niekas negalvojo, kad yra kreivių, nė viename 
taške neturinčių liestinės). Po to jis imdavo bet kokią atkarpą ir 
jos ilgį pažymėdavo dx. Funkcijos diferencialu Leibnicas vadino 
tokią atkarpą, kurios ilgio dy santykis su dx lygus atkarpų MN ir 
NP ilgių santykiui (32 pav.). Šį apibrėžimą išvadavę iš geomet- 
rinės formos, kurią suteikė Leibnicas, gautume šiuolaikinėje ma- 
tematikoje vartojamą diferencialo apibrėžimą. Norėdamas išvesti 
sumos, sandaugos ir dalmens diferencijavimo formules, Leibni- 
cas turėjo diferencialą laikyti be galo mažu dydžiu, nors ir ne- 
patikslindamas, ką tai reiškia. Tik tuomet jis galėjo iš lygybės 


(и+ аи) (v+ dv) — uv —udo4-vdu-- dudo 


gauti sąryšį 
| d (uv) =udv 4- vdu. (1) 
Jis sakė, kad sandauga dudo уга be galo maža palyginti su du 


ir dv, todėl šio dėmens galima nepaisyti. Panašiai samprotauda- 
mas, Leibnicas gavo formules 


d(u+0) —du-4- dv, (2) 
d (2) T MEUS { (3) 
d(x*) 2ax*-!dx . (4) 


Be to, jis akcentavo, kad (4) formulė teisinga ne tik su natūri- 
némis, bet ir su bet kokiomis œ reikšmėmis. Taikydamas šias 
formules, jis jau galėjo išdiferencijuoti visas funkcijas, kurių iš- 
raiškoje buvo tik aritmetinės ir šaknies traukimo operacijos. 
Leibnicas parodė, kaip taikomas jo sukurtas algoritmas, brė- 
Zignt liestines, ieškant maksimumų bei minimumų, tiriant funk- 
cijų iškilumą ir įgaubtumą, apskaičiuojant kreivį ir pan. Pavyz- 
džiui, kreivę jis laikė laužte, sudaryta iš be galo daug mažų 
atkarpų. Prateses šias atkarpas, jis gaudavo liestines. Be to, 
pagal Leibnicą be galo mažų kreivės atkarpų projekcijos koor- 
dinačių ašyse yra dx ir dy (33 pav.), todėl liestinės krypties koe- 
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ficientas lygus trupmenai 21. Iš to paties ` 


trikampio, kūrį Leibnicas vadindavo charak- 
ds teringuoju, išeidavo, kad kreivės lanko ilgio 
dy diferencialas išreiškiamas formule 


ds= V dx? - dy? Е 
Leibnico skaičiavimo metodais taip pat 
ax „ nesunku rasti momentinį greitį (t.y. Niuto- 
no iliuksiją). Užtenka imti laiko diferencia- 
la dt (Leibnico požiūriu, be galo mažą lai- 
ko tarpą) ir atitinkantį jį kelio diferencia- 


1а dx (t. y. Кайе, nueitą per laiko tarpą dt), o paskui dx pada- 
lyti iš dt: 


33 pav. | 


d 
Umom = dt' 


Tiek brėždamas liestines, tiek apskaičiuodamas greitį, Leib- 
nicas gavo dviejų diferencial santykį. Sj santykį, jau ne begali- 
nę mažybę, jis pavadino išvestine — tai buvo nauja funkcija, gau- 
nama iš duotosios funkcijos y=f(x), operuojant begalinėmis ma- 
žybėmis. Vėliau įsigalėjo išvestinės žymėjimas у’ arba f(x). 

Dar viena labai svarbi matematikos sąvoka, kurią sugalvojo 
Leibnicas,— integralas. Pavyzdžiui, 34 paveiksle pavaizduotos 
figūros plotą jis laikė be galo plonų vertikalių juostelių, kurių 
pagrindai lygūs dx, plotų suma. Panaudojus Leibnico žymėjimą, 
kiekvienos tokios juostelės plotas yra j(x)dx, todėl visas plotas 
lygus tokių reiškinių begalinio kiekio sumai. Šią begalinę labai 
mažų dėmenų sumą Leibnicas pavadino integralu (lotyniškai 
„integer“ — visas, atstatytas) ir pasiūlė žymėti simboliu Jf(x)dx 
(ženklas f — stilizuota S raidė — pirmoji lotynų kalbos žodžio 
„summa“ raidė). Vėliau pradėta nurodinėti pradinė ir galinė 
abscisė ir rašyti 


fie. C 


Pagal Leibnico teorija integra- 
las išreiškiamas diferencialų suma, 
todél diferencijavimas ir integravi- 
mas siejasi tarpusavyje taip, kaip at- 
imtis ir sudétis. Vadinasi, integra- 
vimo uždavinius galima spręsti, re- 
miantis išvestomis diferencijavirno 
formulėmis. Leibnicas ir jo mokiniai 
integruodami spręsdavo uždavinius 
pačioms kreivėms rasti pagal jų lies- 
tinių savybes. Paprastai tokiais at- 
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vejais gaunamos lygtys, kurio- 

se, be kintamųjų, yra ir jų di- 
ferencialų. Šios lygtys vadina- 
mos diferencialinémis. Spren- 
džiant mechanikos uždavinius, 
taip pat gaunamos diferenciali- 
nės lygtys. 

: 10. Suns kreivė. Per du de- 
šimtmečius Leibnicas ir jo mo- 
kiniai (ypač broliai Jakobas ir 
Johanas Bernuliai) išsprendė 35 pav. 
daugiau infinitezimalių uždavi- 
nių, negu jų buvo išspręsta per visus ankstesnius šimtmečius. 
Norėdami pademonstruoti, kaip jie sprendė, išnagrinėkime Leib- 
nico spręstą uždavinį apie чы kuri dar kartais vadinama 
„Šuns kreive“. 

Tarkime, kad abscisių ašimi bėga šuo, o jo šeimininkas (iš: 
pradžių buvęs ordinačių ašyje) bėga paskui šunį taip, kad pa- 
vadėlis visą laiką lieka įtemptas. Tuomet pavadėlis bus nuk- 
reiptas šeimininko kelio liestine. Reikia rasti kreivę, kuria bėga . 
šuns šeimininkas. Sj uždavinį matematiškai galima suformuluoti 
taip. 

Raskite tokią kreivę, kad liestinės atkarpa, esanti tarp lieti- 
mosi taško ir abscisių ašies, būtų pastovaus ilgio. 

Iš trikampio MPT (35 pav.), pažymėję |MT|=a ir |MP|= 


gauname |РТ| = V а2—у2. Vadinasi, tga= = y ' a 
a?— y 
vertus, jau žinome, kad tg a= u, Iš to gauname diferencialinę ` 
lygtį e "= 
dy _ _ y 1х Valų? 
ds, ai—y , arba © = Ža : ы 


Skaičiavimas, kurio čia nepateikiame, rodo, kad šią diferenciali- 
nę lygtį tenkina be galo daug Е АНАА formule 


čia C — bet koks skaičius. fetibus C reikšmę nusako vieta, 
kurioje buvo šuns šeimininkas, prieš pradėdamas bėgti. Jeigu jis 
stovėjo taške A (0; a): (tuo metu pavadėlis nukreiptas ordinačių 
ašimi), tai С=0, ir sprendinys yra šitoks: 


= ri ———— 
x=aln“ жааш +V až g. 


Kreivė, išreiškiama šia lygtimi, vadinama íraktrise. Praėjus 
pusantro šimtmečio po jos atradimo, traktrisė suvaidino svarbų 
vaidmenį pripažįstant neeuklidinę Lobačevskio geometriją. Pasi- 
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rodė, kad, sukant traktrisę apie abscisių ašį, gaunamas paviršius, 
kuriam tinka Lobačevskio geometrija. 

Sudėtingesnė diferencialinė lygtis gaunama, sprendžiant už- 
davinį apie persekiojimą, kuris formuluojamas taip: raskite taš- 
ko M trajektoriją, kai greičio vektorius šiame taške visą laiką 
nukreiptas į tašką М, be to, taškas М juda kreive Г, o abiejų taš- 
kų linijinis greitis pastovus. 

11. Evoliutės ir evolventės. Sugebėjimas brėžti įvairių kreivių 
liestines padėjo išspręsti daugelį praktinių uždavinių. Kai Gali- 
lėjus pagamino pirmąjį teleskopą, optika virto taikomuoju moks- 
lu. Šviesos atspindžio ir lūžimo dėsniai leido be ypatingo vargo 
rasti šviesos spindulio eigą tuo atveju, kai veidrodis arba dviejų 
aplinkų skiriamasis paviršius plokščias. Kai jis kreivas, tenka 
visus kampus atskaičiuoti nuo plokštumų, liečiančių šį paviršių. 

Kitas svarbus liestinių taikymas — svyruoklinių laikrodžių 
konstravimas. Teiginys, kad svyruoklės svyravimo periodas ne- 
priklauso nuo šio svyravimo mosto, nėra tikslus. Kai mosto 
kampas didelis, periodas kinta, ir laikrodis pradeda netiksliai eiti. 
Todėl olandų mokslininkas Heigensas iškėlė uždavinį: kokia krei- 
ve turi judėti svyruoklės galas, kad svyravimo periodas nepri- 
klausytų nuo mosto? Tokia kreivė iš anksto buvo pavadinta tau- 
tochrona (graikiškai „tauto“ — tas pats, „chronos“ — laikas). 
Tačiau naujas pavadinimas sugalvotas visai be reikalo — tauto- 
chrona pasirodė besanti sena pažįstama, būtent cikloidė. 

Svyruoklę nesunku priversti judėti apskritimo lanku, reikia 
tik pakabinti ją ant siūlo galo. O kaip priversti ją judėti cikloi- 
de? Heigensui kilo įdomi mintis — reikia ne tik pakabinti svy- 
ruoklę, bet ir padaryti tokią kreipiamąją, kurią visą laiką liestų 
svyruojančios svyruoklės siūlas. Tuomet kiekvienu laiko momen- 
tu svyruoklė suksis ne apie pakabos tašką, bet apie tašką, kuria- - 
me liečia kreipiamąją. Belieka parinkti kreipiamąją taip, kad 
svyruoklės galas judėtų cikloide. Kai Heigensas išsprendė šį už- 
davinį, pasirodė, kad kreipiamoji irgi turi būti cikloidė, tik esanti 
kitoje padėtyje (36 pav.). Išsprendus šį uždavinį, buvo išnagri- 
néta bendresnė problema: kaip rasti kreipiamąją.I;, kad svyruo- 
janti svyruoklė brėžtų iš anksto parinktą kreivę T. Siūlas, ant 
kurio pakabinta svyruoklė, visą laiką liečia kreivę Г,, todėl šis 
uždavinys glaudžiai susietas su liestinių brėžimu.. Sugalvoti krei- 
уіу I ir I, pavadinimai: kreivė Г, pavadinta kreivės T evoliute, 
o kreivė Г — kreivės Г, evolvente (lotyniškai „evolventis“ — iš- 
vyniojantis). 

Technikoje dažnai naudojama apskritimo evolventė, t. y. krei- 
vė, kurią brėžia ant apskritimo vyniojamo siūlo galas (37 pav.). 
Šios kreivės formą turi dantračių profiliai, turbinos rato mentės, 
pakeliamojo tilto mechanizme įtaisytas skridinys ir t. t. 

12. Kreivis. Iš evolventės apibrėžimo matyti, kad, taškui M 
judant ja, atkarpa MT visą laiką liečia evoliutę ir yra statmena 
evolventei (kiekvienu laiko momentu taškas M tarytum sukasi 
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apie lietimosi tašką T). Todėl kreivės evoliutę galime gauti taip: 
per kiekvieną kreivės tašką brėžiame tiesę, statmeną liestinei (to- 
kia tiesė vadinama normale), ir randame kreivę, liečiančią visas 
šias normales (38 pav.). Jeigu kiekviena normale paleistume švie- 
sos spindulį, tai šviesa koncentruotųsi evoliutėje ir jos taškai 
būtų ryškesni negu kiti plokštumos taškai. Todėl optikoje evoliu- 
tė vadinama kaustika (graikiškai „kaustikos“ — deginantis). 

Aišku, kad apskritimas, kurio centras yra taške T, labiau pri- 
siglaudžia prie kreivės T taške M negu bet kurie kiti apskritimai. 
Jis vadinamas kreivės Г kreivio apskritimu taške M, o јо spindu- 
lys R — kreivės Г Kreivio spinduliu šiame taške. | 

Kuo didesnis spindulys, tuo mažiau apskritimas iškreivintas. 
Todėl kreivės kreiviu natūralu vadinti dydį, atvirkščią kreivio 
spinduliui, t. y. k= X Įvairiuose kreivės taškuose kreivis 
skirtingas. Pavyzdžiui, didžiausias parabolės kreivis yra viršū- 
nėje, o, taškui tolstant nuo jos, kreivis mažėja. 

Kreivį taip pat galima apibrėžti, nesinaudojant kreivio aps- 
kritimu. Tarkim, duotas apskritimas, kurio spindulys R. Pilnai 


apėjusi apskritimą, liestinė pasisuka 360? kampu, t. y. 2л radianų. 
Šio apskritimo ilgis yra 2nR, todėl išilgai vienetinio ilgio lanko 
liestinės posūkio kampas lygus 5, = „t. y. lygus šio aps- 
kritimo kreiviui. Vadinasi, kreivis k aido liestinės posūkio kam- 
pą, tenkantį kreivės ilgio vienetui. Kadangi, pereinant nuo vieno 
taško prie kito, kreivis kinta, tai, anot Leibnico, reikia apskai- 
čiuoti liestinės posūkio kampą, atitinkantį be galo mažą lanką ds, 


t.y. imti santykį 5@ ; čia dq — liestinės posūkio kampas išilgai 


be galo mažo lanko ds. 


Apskaičiavę (to čia nedarome) gautume, kad funkcijos у=. 


=f(x) grafiko kreivis išreiškiamas formule 
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čia y” — funkcijos antroji išvestinė " y. jos išvestinės išvestinė). 
Iš šios formulės matyti, kad taškuose, kuriuose antroji išvestinė 
lygi nuliui, kreivis irgi lygus nuliui ir kreivė tarytum išsitiesia. 
Paprastai šiuose taškuose kreivė pereina iš vienos liestinės pu- 
sės į kitą. Todėl jie vadinami vingio taškais. Kartais tam tikra- 
me taške antroji išvestinė lygi nuliui, tačiau kreivė vis dėlto tam 
tikroje šio taško aplinkoje yra per šį tašką nubrėžtos liestinės 
vienoje pusėje. 

Kreivio sąvoka gana naudinga, sprendžiant įvairius uždavi- 
nius, pavyzdžiui projektuojant geležinkelių posūkius. Dabar pa- 
pasakosime, kokį vaidmenį suvaidino ši sąvoka, tiriant sijų iš- 
linkį. 

13. Matematika ir statybos menas. Nustoję slėptis olose nuo 
šalčio bei plėšrūnų ir pradėję statyti büstus, žmonės susimąstė, 
kaip pasiekti, kad šie statiniai būtų stiprūs ir ilgaamžiai. Vienas 
babiloniečių caro Chamurapio įstatymas skelbė: 

„Jeigu, sugriuvus architekto pastatytam namui, žūsta jo sa- 
vininkas, architektas baudžiamas mirties bausme. 

Jeigu, sugriuvus namui, žūsta savininko sūnus, mirties baus- 
me baudžiamas architekto sūnus.  : 

Jeigu žūsta namo savininko vergas, architektas privalo atly- 
ginti savininkui nuostolį“. 

Tuo metu mokslo apie stiprumą ir patikimumą dar nebuvo, 
todėl statybininkai vadovavosi empirinėmis taisyklėmis, kurias 
sukaupė architektų kartos. Beje, ir XIX a. pabaigoje buvo laivų 
statytojų, kurie vadovavosi taisykle ,,Matmenis parink iš akies ir, 
kad būtų stipriau, dar pusę colio pridėk“. Kadangi vergų darbas 
buvo pigus, senovės architektai galėjo medžiagų netaupyti. To- 
dèl statiniai turėjo atsparumo atsargą, daug kartų viršijančią bet 
kokias protingas ribas. Tuo ir galima paaiškinti ilgaamžiškumą 
tokių senovės architektūros paminklų, kaip Egipto piramidės ar- 
ba Gardo tiltas Prancūzijoje, „pastatytas dar Romos vergų“. 
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Niüriais viduramžio šimtmečiais daug senovėje sukauptų Zi- 
nių buvo: užmiršta, ir Renesanso epochos architektams teko moky- 
tis beveik iš naujo. Į pagalbą atėjo mokslas. Pirmasis medžiagų 
atsparumą, arkų, sijų ir kitų statybinių konstrukcijų elementų 
stiprumą tyrė genialusis dailininkas ir mokslininkas Leonardas 
da Vinčis (1452—1519). Jis sakė, kad „mechanika — tai rojus 
matematikos mokslui, nes jame skiname matematikos vaisius“. 

Leonardas nustatė, kad „labiausiai nuo atramų nutolusi da- 
lis bet kokio strypo, kuris remiasi į atramas, tačiau gali laisvai 
išlinkti, nekintant skerspjūviui ir medžiagos homogeniškumui, iš- 
linksta labiausiai“. Leonardo užrašų knygutėse išliko vielos trū- 
kimo, veikiant apkrovai, sijų išlinkio ir kitų bandymų aprašymai. 
Gaila, tačiau Leonardas neskelbė savo atradimų. Kai kurie moks- 
lininkai (būtent Kardanas) studijavo išlikusius užrašus ir naudo- 
josi jais. Manoma, kad su Leonardo laimėjimais buvo susipažinęs 
ir Galilėjus. Bent jau kai kurie 1638 m. atspausdintos paskuti- 
nės knygos „Pokalbiai ir matematiniai įrodinėjimai apie dvi nau» 
jas mokslo šakas — mechaniką ir vietinį judėjimą“ puslapiai la- 
bai primena atitinkamas Leonardo užrašų vietas. 

Galilėjus atliko daug bandymų. Jis nustatė, kad „bet kokia 
liniuotė arba prizmė, kurios plotis didesnis už storį, atsparesnė 
lūžimui, kai pastatyta briauna, o ne plokščiuoju šonu, ir, be to, 
tiek kartų, kiek plotis didesnis už storį“. Tai buvo pirmieji ma- 
tematiškai išreikšti medžiagų atsparumo dėsniai. Galilėjus, spręs- 
damas uždavinius apie sijų atsparumą lūžimui, taikė geometrijos. 
metodus. Suprantama, jo, kaip ir daugelio pradininkų, darbuose 
buvo klaidų. 

Tolesnė mokslo apie medžiagų atsparumą raida siejasi su 
anglų mokslininko Roberto Huko ir prancūzų fiziko Marioto var- 
dais. Šie mokslininkai nagrinėjo, kokios sijų savybės turi įtakos 
stiprumui, nuo ko priklauso įvairių apkrovų veikiamų sijų išlin- 
' kis ir t.t. Pasirodė, kad išlinkio didumas priklauso nuo daugelio 
sąlygų. 

Tos pačios apkrovos veikiama medinė sija išlinksta smarkiau 
negu metalinė, ilga — labiau negu trumpa, plona — labiau negu 
stora. Sijos išlinkio priklausomybė nuo medžiagos, iš kurios ji 
pagaminta, siejasi su ypatingu dydžiu E, vadinamu Jungo mo- 
duliu. 

Jungo modulis matuojamas kG/cm?. Jei iš medžiagos, kurios 
Jungo modulis E, pagamintume 1 m ilgio bei 1 cm? skerspjūvio 
strypą ir prie jo prikabintume 1 kG svarstį, tai strypas pailgėtų 


L m. Kitaip tariant, juo didesnis medžiagos Jungo modulis, juo 


mažiai ši medžiaga tempiasi, veikiama apkrovos. Plieno Jungo 
modulis lygus 2 150 000 kG/cm?, ąžuolo — 105 000 kG/cm?, t. y. 
20 kartų mažesnis. Todėl plieninės sijos išlinksta mažiau negu 
medinės. Ypač mažas kaučiuko Jungo modulis — 80 kG/cmž. Si- 
jos išlinkio ir medžiagos, iš kurios ji pagaminta, priklausomybės 
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tyrimas yra veikiau fizikos negu matematikos sritis. Matemati- 
kus labiau domina išlinkio priklausomybė nuo sijos ilgio, o taip 
pat nuo pjūvio matmenų bei formos. Veikiami jėgos, apatiniai 
sijos sluoksniai išsitempia, o viršutiniai susispaudžia. Tarp jų yra 
sluoksnis, kuris nei išsitempia, nei susispaudžia. Jis vadinamas 
neutraliuoju sluoksniu. Kai sijos pjūvis stačiakampis, šis sluoks- 
nis yra viduryje. Sijos atsparumas lenkimui priklauso nuo ypa- 
tingo dydžio, vadinamo pjūvio inercijos momentu neutralaus 
sluoksnio atžvilgiu. Norėdami apskaičiuoti šį momentą, darome 
taip: sijos pjūvį mintyse supjaustome į labai plonus horizonta- 
lius sluoksnius ir kiekvieno sluoksnio masę padauginame iš jo 
atstumo iki neutralaus sluoksnio kvadrato. Tokių sandaugų suma 
apytiksliai lygi inercijos momentui. Kuo plonesni sluoksniai, į 
kuriuos supjaustytas pjūvis, tuo tikslesnis atsakymas. Tiksli iner- 
cijos momento reikšmė išreiškiama integralu. Taikant integralinį 
skaičiavimą, gauta, kad skritulio, kurio spindulys R, inercijos 


AB 4 + м . . ++ 
momentas lygus Е o kvadrato, kurio kraštinė a, inercijos 


momentas lygus ae ; čia y — medžiagos tankis, tenkantis ploto 


vienetui. Taigi inercijos momentas proporcingas figūros tiesinių 
matmenų ketvirtajam laipsniui. 

Jungo modulio ir sijos pjūvio inercijos momento sandauga EI 
vadinama sijos standumu. Jį galima padidinti, nekeičiant pjūvio 
ploto. Tuo tikslu reikia sukoncentruoti kuo didesnę sijos masės 
dalį toliau nuo neutraliojo sluoksnio, pavyzdžiui ištisinę siją pa- 
keisti vamzdžiu. Norint padidinti dviračio stiprumą ir sumažinti 
svorį, korpusas gaminamas ne iš pilnavidurių strypų, o iš vamz- 
džių. Bet gerokai prieš tai šio išradimo „patentą“ pasiėmė paukš- 
čiai, kurių kaulai tuščiaviduriai. 

14. Tamprumo kreivės diferencialinė lygtis. Didelių laimėjimų 
matematinėje tamprumo teorijoje pasiekė Peterburge dirbę moks- 
lininkai Leonardas Oileris ir Danielius Bernulis. Jie nustatė, kad 
sijos tamprumo kreivės (t.y. kreivės, kurią sudaro neutraliųjų 
sluoksnių centrai) kiekviename taške kreivis proporcingas len- 
kimo momentui šiame taške (lenkimo momentu vadinama visų 
jėgų, esančių vienoje pusėje nuo nagrinėjamo taško, momentų 
šio taško atžvilgiu suma). Įrodyta, kad proporcingumo koefi- 
cientas atvirkščias sijos standumui (kuo standesnė sija, tuo ma- 
žiau ji apkrauta išsilenkia), o lenkimo momento antroji išvestinė 
lygi apkrovos intensyvumui duotajame taške (t.y. apkrovai, ap- 
skaičiuotai ilgio vienetui). Atsižvelgę į kreivio formulę, galime 
parašyti tamprumo kreivės diferencialinę lygtį 


О, i x | „4 


Cia y=/(x) — tamprumo kreivės lygtis; g(x) — apkrovos inten- 
syvumas taške x. 
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„Pakanka tik pažvelgti į šią lygtį, kad įsitikintume, kokia ji 
sudėtinga — joje yra įvairių eilių išvestinių, be to, vienos jų skai- 
tiklyje, kitos — vardiklyje ir dar pakeltos kvadratu. Bet prakti- 
koje pasitaikančios sijos dažniausiai mažai išlinksta (jos smar- 
kiai išlinksta prieš suirdamos). Todėl y’ reikšmė yra gana maža, 
o (y')? — juo labiau. Vadinasi, dėmenį (y')? galime praleisti ir 
parašyti (1) lygtį trumpiau: 


у®= uL ; (2) 


čia simboliu у® pažymėta funkcijos y ketvirtoji išvestinė. 

Matematikoje uždaviniai labai dažnai prastinami, atmetant 
mažus dėmenis. Gautos lygtys pakeičiamos paprastesnėmis, ku- 
riose yra ieškomoji funkcija ir jos išvestinės, pakeltos tik pir- 
muoju laipsniu. Tokios lygtys vadinamos tiesinėmis, o atitinka- 
mas uždavinio prastinimas — linearizavimu. Suprantama, lineari- 
zuoti uždavinį ne visada įmanoma, nes kartais galime atsidurti 
seno anekdoto herojaus padėtyje, kuris pamestos piniginės ieš- 
kojo po žibintu ne todėl, kad ją ten pametė, o todėl, kad ten buvo 
šviesu. Pavyzdžiui, laikrodžio spyruoklę irgi galėtume nagrinėti 
kaip siją. Bet ši „sija“ taip iškreivinta, kad nekreipti dėmesio 
į (y')? jokiu būdu negalima, todėl, tirdami laikrodžių spyruok- 
les, turime spręsti ne (2) linearizuotą, o (1) pradinę lygtį. 

Taigi, norėdami gauti apkrautos sijos tamprumo kreivę, turi- 
me išspręsti (2) diferencialinę lygtį. Šioje lygtyje yra funkcijos 
y ketvirtoji išvestinė, todėl ji vadinama ketvirtosios eilės lygtimi. : 
Tokios lygties sprendinyje yra keturios laisvosios konstantos. Jų 
reikšmės apskaičiuojamos iš sąlygų sijos galuose (šios sąlygos 
vadinamos kraštinėmis). Pavyzdžiui, į atramą besiremiančio kai- 
riojo sijos galo išlinkis lygus nuliui, todėl y(x) lygi nuliui, kai 
x—0. Be to, šis sijos galas neiškreivintas, vadinasi, ir antroji 
išvestinė taške x=0 turi būti lygi nuliui. Gavome dvi kraš- 
tines sąlygas y(0) =0, y“ (0) =0. Kai ir dešinysis galas paremtas, 
turime dar dvi kraštines sąlygas y(l) =0, y“ (I) =0. Iš šių keturių 
sąlygų ir apskaičiuojamos keturios laisvosios konstantos. 

Kitokios yra kraštinės sąlygos tuo atveju, kai vienas sijos ga- 
las įtvirtintas. Tuomet lygus nuliui ir išlinkis, ir liestinės krypties 
koeficientas. Iš to gauname sąlygas y(0) =0 ir y/(0) =0. Todėl, 
kai kairysis sijos galas įtvirtintas, o dešinysis paremtas, turime 
tokias kraštines sąlygas: 


y(0) =y (0) =0, y() =y” (1) =0. (3) 


15. Iš pradžių — sienos, paskui — pamatas. Nors, kuriant nau- 
jąjį skaičiavimą ir taikant jį praktikoje, pasiekta didelių laimė- 
jimų, daugelis matematikų buvo nepatenkinti — labai jau nepa- 
tikimas visų pergalių pamatas. Neaiškios netgi pagrindinės dife- 
rencialo ir integralo sąvokos. Jeigu diferencialas yra be galo 
mažas, bet nelygus nuliui, tai ar galima nepaisyti dviejų diferen- 


55 


cialy sandaugos? Kas yra begalinio skaičiaus begalinių mažybių 
„ suma? Jei begalinės mažybės lygios nuliui, tai ir jų suma lygi 
nuliui, 0 jei nelygios nuliui, tai suma turi būti lygi begalybei. 
O galiausiai kas yra pačios begalinės mažybės? Ar galima jas 
laikyti labai mažais pastoviais dydžiais, pavyzdžiui, kaip smilte- 
lę, lyginant su Žemės rutuliu, arba „magnetinio skysčio“ dalelę, 
lyginant su smiltele (tuomet manyta, kad magnetizmas siejasi su 
kažkokiu skysčiu, kuris sudarytas iš smulkiausių dalelių, galin- 
čių prasiskverbti per medžiagos poras)? 

Skaičiavimo kūrėjai į visus šiuos klausimus atsakydavo mig- 
lotai, o jų pasekėjai ramindavo savo mokinius, sakydami: ,,Dirb- 
kite, ir tikėjimas ateis pas jus“. Ir tikrai, taikydami naujus me- 
todus, jie visada gaudavo teisingus rezultatus. Bet kritikai ne- 
siliové. Jie sakė, kad diferencialas — tai dydžio šešėlis, o dife- 
rencialo diferencialas — šešėlio šešėlis. Žinomas vyskupas ir filo- 
sofas idealistas Berklis, kreipdamasis į netikintį astronomą Halį, 
ironiškai rašė, kad tie, kurie tiki begalinių mažybių skaičiavimu, 
ramia sąžine galėtų patikėti ir evangelijos sakmėmis. 

Tik XIX a. pradžioje prancūzų matematikui Ogiustenui Koši 
(1789—1857) pavyko išsklaidyti mistišką rūką, gaubusį begali- 
nių mažybių skaičiavimą. Pagrindu jis ėmė ne miglotą be galo 
mažo diferencialo sąvoką, o dviejų diferencialų santykį 2 t. y. 
funkcijos y=f(x) išvestinę. Sj santykj nagrinéjo dar Leibnicas, 
aiškindamas geometriškai kaip liestinės krypties koeficientą (t. y. 
kampo, kurį sudaro liestinė su abscisių ašimi, tangentą). Bet Koši 
išvestinę apibrėžė, nesiremdamas geometrija, о panaudodamas 
tik ribos sąvoką. Lygiai taip, nesumuodamas begalinio skaičiaus 
be galo mažų dydžių, jis apibrėžė integralą. Pagrindinė be galo 
mažo dydžio sąvoka neteko paslaptingo учо = pasirodo, tai уга 
dydis, kurio riba lygi nuliui. 

Taigi jau pastatytam begalinių mažybių analizės rūmui pa- 
galiau buvo išmūrytas tvirtas pamatas. Atkreipsime dėmesį, jog 
tai ne vienintelis atvejis, kai matematikoje iš pradžių pastato- 
mos sienos, o tik po to — pamatas. K. Marksas sakė: „Mokslas, 
skirtingai nuo kitų architektų, ne tik piešia oro pilis, bet ir pasta- 
to atskirus gyvenamuosius namo aukštus pirmiau, negu išmūfi- 
jo jo pamatą“.! 

Pavyzdžiui, XIX a. pabaigoje anglų elektrotechnikas Hevisai- 
das (1850—1925) sukūrė vadinamąjį ӧрегасіпі skaičiavimą, ku- 
riame su diferencijavimo simboliu elgėsi kaip su paprastu raidžių 
algebros simboliu, pavyzdžiui, dalydavo iš reiškinių, turinčių šį 
simbolį, ir t.t. Matematikai, išauklėti griežtų taisyklių dvasia, 
piktinosi tokiu akiplėšiškumu. Bet Hevisaidas gaudavo teisingus 
rezultatus, o kritikams atrėždavo, kad neketina atsisakyti skanių . 


1 Маркс K. К критике, политической экономни. — Маркс K. и Энгельс 
Ф. Сочинения. — Т. 13, с. 43. 
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pietų vien tik todėl, kad nesusipažinęs su visomis virškinimo pa- 
slaptimis. Hevisaido operacinis skaičiavimas buvo pagrįstas, pra- 
ėjus daugeliui metų po atradimo. 

20-aisiais šio šimtmečio metais anglų fizikas Dirakas pradėjo 
vartoti funkciją y=6(x) (delta funkciją), kuri buvo visai nepa- 
naši ; įprastas funkcijas. Jis nejautė jai jokios pagarbos — dife- 
rencijavo, integravo, daugino iš kitų funkcijų, stūmė išilgai ašies 
ir t.t. Beveik visiems to laiko matematikams Dirako veiksmai 
atrodė kaip žaidimas su formulėmis. O tie mokslininkai, kurie 
-matematiniuose tyrimuose vartojo delta funkciją, publikacijose 
pateikdavo ja remiantis gautų teoremų „klasikinius“ įrodymus. 
Bet vėliau matematikai sukūrė apibendrintųjų funkcijų teoriją, 
kurios atskiras atvejis buvo Dirako delta funkcijos teorija, ir ramia 
sąžine pradėjo vartoti delta funkciją.“ 

Apskritai fizikai neteikia didelės reikšmės matematiniam 
griežtumui ir, nors po Koši darbų pasirodymo praėjo pusantro 
šimtmečio, jie iki šiol. vartoja negriežtą, tačiau patogią begalinių 
mažybių kalbą. Jie ir šiandien rašo: „laiko intervalą df laikysime 
labai mažu, matematiškai tariant, be galo mažu“, nors šitaip . 
laisvai matematikoje jau nebeišsireiškiama. Taip yra dėl to, kad 
matematikos sąvokos atspindi įvairias realaus pasaulio ypatybes. 
Todėl netgi negriežtai samprotaudami ir turėdami galvoje taiko- 
mų sąvokų realų turinį, gauname teisingus rezultatus. To dėka 
fizikai ir inžinieriai gali naudoti savotišką kodą ir trumpai iš- 
reikšti tas sąvokas, kurias matematikai apibrėžia daugeliu žodžių. 
Šis kodas labai vaizdus. Akademikas N. Luzinas rašė: ,Aktua- 
lios mažybės idėja labai giliai įsišaknijo prote. Pažintį su ana- 
lize protas savo pavasario metu visada pradeda nuo aktualių ma- 
žybių, kurias galima pavadinti kiekybių „elementais“. Bet žings- 
nis po žingsnio, kaupdamas žinias, teorijas, persisotindamas ab- 
strakcijomis, pagaliau pervargęs protas pradeda pamiršti pir- 
mykščius siekius, nustoja šypsotis jų „vaikiškumui“. Trumpiau, 
kai ateina proto ruduo, jis leidžiasi įtikinamas, kad vienintelis 
teisingas pagrindimas neįmanomas be ribų“. 

Sioje knygoje taip pat kartais kalbėsime apie begalinių ma- 
Žžybių skaičiavimą, nepamiršdami, kad šiuos samprotavimus vi- 
suomet nesunkiai galime išversti į griežtosios matematikos kalbą. 
Papasakosime, kaip išvestinės ir integralo sąvokos traktuojamos 
šiuolaikinėje matematikoje. 

16. Išvestinė — tai greitis. XIX a. antroje pusėje Glazgo uni- 
versitete matematinės fizikos kursą skaitė garsusis fizikas Vilja- 
mas Tomsonas (1824—1907), gavęs.už mokslinius nuopelnus lor- 
do Kelvino titulą (skaitytojas, aišku, žino jo vardu pavadintą 
temperatūros skalę). Kartą, įėjęs į auditoriją, Kelvinas paklausė 


Дх su : x "et ; 
studentų: „Каз yra = ?" Studentai išvardijo visus galimus 
4 


logiškus išvestinės apibrėžimus. „Ach, palikite ramybėje tą Tod- 
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genterą (Kembridžo universiteto „grynosios matematikos“ pro- 
fesorius), x — tai greitis!“ — sušuko Kelvinas. 

Išvestinė, kurią Koši laikė analizės pagrindu, buvo ne kas ki- 
ta, kaip Niutono fliuksija. Tiktai, priešingai Niutonui, momentinio 
greičio sąvokos Koši nelaikė savaime suprantama, o apibrėždavo. 
ją, pasitelkęs vidutinio greičio sąvoką. Tiese judančio taško M 
vidutiniu greičiu per laiko tarpą [fi fog] vadinamas reiškinys. 


X, —X 
EE (1) 


čia x1 — taško koordinatė laiko momentu £;, о x; — jo koordinatė. 
laiko momentu £;. 

Vidutinis greitis teikia gana miglotą informaciją apie taško 
judėjimą. Tiesiai judantis taškas gali keisti judėjimo kryptį (įsi- 
vaizduokite, pavyzdžiui, traukinį, kursuojantį tarp Vilniaus ir 
Kauno). Gali atsitikti taip, kad laiko momentais f, ir t; taškas. 
yra toje pačioje vietoje (pavyzdžiui, traukinys nuvažiavo iš Vil- 
niaus į Kauną ir grįžo atgal). Tuomet iš (1) formulės sužinome, 
kad traukinio vidutinis greitis lygus nuliui. Šios informacijos ne- 
pakanka, kad atsakytume, kokiu greičiu traukinys važiavo nuo 
Vilniaus iki Vievio arba kokiu greičiu jis įvažiavo į Kauno tunelį. 

Fiksave momentą і, mažinsime laiko tarpą [4; ё]. Tuomet 
daugelio fizikoje nagrinėjamų judėjimų vidutinis greitis artės. 
prie tam tikros reikšmės, vadinamos momentiniu greičiu laiko mo- 
mentu Ё. Taigi 

Umom == lim Uyi = lim а=, . 
2t tt, t5—hi 

Sia formule galima parašyti ir taip: 

v -limA. 

з At—0 ALT 

čia Ах=х— ху vadinamas taško koordinatės pokyčiu, o At= 
—í5—1, — laiko pokyčiu. ! Tokį kitimo momentinio greičio apibrė- 
žimą galima apibendrinti, pritaikant jį bet kokiai funkcijai: funk-- 
cijos y=f(x) kitimo momentiniu greičiu taške x-x, vadinama. 
šios funkcijos pokyčio ir argumento pokyčio santykio riba, kai ar- 
gumento pokytis artėja prie nulio. Šis kitimo momentinis greitis. 
vadinamas funkcijos f(x) išvestinės reikšme taške x, ir žymimas. 
f(x). Taigi 

7 тр AM. 

dig 
čia Ay —f (x-- Ax) — f(x). 

Suprantama, kad šis apibrėžimas būtų užbaigtas, reikia griež- 
tai apibrėžti funkcijos ribą. Koši pavadino skaičių 5 funkcijos: 


! Ax skaitoma „delta iks“, A? skaitoma „delta tė“. 


f(x) riba, kai x artėja prie a, jeigu 
kiekvieną £70 atitinka toks 670, kad 
iš nelygybių |x—a|<ė, xa gau- 
nama nelygybė |j(x) —b| <e. 

Ne visos funkcijos turi išvestinę 
kiekviename taške. Žinoma, kad geo- 
metriškai išvestinė — tai funkcijos 
grafiko liestinės krypties koeficien- 
tas. Todėl taške, kuriame negalima 
nubrėžti funkcijos y=f(x) grafiko 
liestinės, funkcija y neturi išvestinės. 
Pavyzdžiui, funkcija у= |х| neturi išvestinės taške x=0 (39 pav.). 
XIX a. pradžios matematikai buvo tvirtai įsitikinę, kad taškai, 
kuriuose funkcija neturi išvestinės, pasitaiko retai; tos funkcijos, 
kurias jie nagrinėjo, spręsdami praktinius uždavinius, turėjo iš- 
vestines visuose apibrėžimo srities taškuose. Tai tiko tolydžioms 
funkcijoms, t.y. funkcijoms, kurių grafiką galima nubrėžti ne- 
atitraukiant pieštuko nuo popieriaus (tokių „pabaisų“, kaip Di- 
richlé funkcija, nepaisyta). Labai nustebo visi matematikai, kai 
1872 metais Karlas Vejerštrasas (1815—1897) paskelbė pavyzdį 
tolydžios funkcijos, neturinčios išvestinės nė viename taške. Vė- 
liau sužinota, kad keli metai prieš Vejerštrasą tokią funkciją 
sukonstravo čekų mokslininkas Bolcanas (1781—1848), tačiau 
jo darbas buvo paskelbtas tik praėjus daugeliui dešimtmečių po 
mirties. i 

Pateiksime Bolcano pavyzdį, kai ką šiek tiek pakeitę. Atkarpą 
[0; 1] padalykime į keturias lygias dalis ir ant dviejų vidurinių 
dalių nubrėžkime lygiašonį statujį trikampį. Gautoji linija yra 
tam tikros funkcijos, kurią pažymėkime y —fi(x), grafikas. Dabar 
kiekvieną gautą dalį padalykime dar į keturias dalis ir nubrėžki- 
me jas atitinkančius keturis trikampius. Gausime antrosios funk- 
cijos y=f(x) grafiką. Jei sudėtume šias dvi funkcijas, tai sumos 
y=fı(x)+fə(x) grafikas turėtų daugiau lūžių, be to, jie būtų 
tankiau išsidėstę. Pratęsę šį procesą iki begalybės, riboje gautume 
tolydžią kreivę, kiekviename taške turinčią lūžį, todėl nė viename 
jos taške negalima nubrėžti liestinės. Vadinasi, ši funkcija yra 
tolydi, bet nė viename taške neturi išvestinės. 

17. Pirmykštė funkcija ir integralas. Diferencijuodami galime 
rasti judančio taško momentinį greitį, kai žinome jo judėjimo dės- 
nį. Bet dažnai iškyla atvirkštinis uždavinys — žinant judančio 
taško momentinį greitį kiekvienu laiko momentu, rasti jo judėji- 
mo dėsnį (pavyzdžiui, savirašis prietaisas užrašo visus spidomet- 
ro parodymus, ir pagal juos reikia nustatyti automobilio padėtį 
kiekvienu laiko momentu). Norėdami išspręsti tokį uždavinį, tu- 
rime mokėti pagal funkcijos išvestinę atkurti funkciją. 

Funkcija F(x), kurios išvestinė lygi funkcijai / (х), vadinama ` 
funkcijos f(x) pirmykštė. Pavyzdžiui, x? yra funkcijos Зх? pir- 
mykštė, nes (x3)'=3x2. Bet x34-5 taip pat уга 3x? pirmykštė funk- 


39 pav. 
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cija, nes ir (x34-5)'=3x2. Apskritai bet kokia funkcija x?--C yra 
funkcijos 3x2 pirmykštė. Funkcijos f(x) visų pirmykščių funkcijų 
aibė vadinama šios funkcijos neapibrėžtiniu integralu, kuris žy- 
mimas fj(x)dx. Galima įrodyti, kad 


Је) х= Р(х) +С; 


čia F(x) — kuri nors f(x) pirmykštė funkcija, o C — laisvoji kons- 
tanta. 


Šios laisvosios konstantos prasmę paaiškinsime automobilio. 


judėjimo pavyzdžiu. Žinodami momentinį greitį kiekvienu laiko 
momentu, galime rasti kelią, kurį automobilis nuvažiuoja nuo ju- 
dėjimo pradžios iki bet kurio laiko momento f£. Bet, norėdami 
nustatyti, kur yra automobilis nagrinéjamu laiko momentu, turi- 
me dar žinoti vietą, iš kurios jis išvažiavo. Si pradinė automobi- 
lio padėtis ir apibrėžia konstantos C reikšmę. 

Paprasčiausios integravimo taisyklės gaunamos iš atitinkamų 
diferencijavimo taisyklių: 


f F(x) e) dx f f (x)dx+ f e (x) dx; 
f Af) dx — ff (x) dx; 
| f x*dx— 1 +С, a-l. 


FOREST] 


išspręsti daug fizikos ir geometrijos uždavinių, nes dažniausiai 
reikia rasti ne pirmykštės funkcijos reikšmę kuriame nors taške, 
‚О jos reikšmių duotuosiuose taškuose b ir a skirtumą. Pastarasis 
nepriklauso nuo laisvosios konstantos C. Pavyzdžiui, iš spidomet-. 
ro parodymų negalima nustatyti, kurioje vietoje yra automobilis. 
laiko momentu /, tačiau galima apskaičiuoti kelią, automobilio 


nuvažiuotą per laiko tarpą nuo momento a iki momento b. Iš 


tikrųjų, kai D(x) = F(x) + С, tai 

Q (5b) -D(a) =(F(b) +С) — (F(a) +С) =F (b) —F (a). 
Dešinioji lygybės pusė nepriklauso nuo. C. 
Pirmykštės funkcijos reikšmių taškuose b- ir а skirtumas ne- 


priklauso nuo to, kokią parinkome funkcijos f(x) pirmykštę funk- 
ciją, todėl jį vadiname funkcijos f(x) apibrėžtiniu integralu at- 
b 


karpoje [a; b] ir Zymime [ f(x)dx. Taigi 


a 
b 


| FG) dx F (b) —F (a); 
čia F(x)—-iunkcijos f(x) pirmykštė funkcija atkarpoje [a; 6]. 
Skirtumas F(b) — F(a) žymimas taip: F (x) DL. 


éd 


! 
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Pavyzdžiui, x3 — funkcijos 3x2 pirmykštė funkcija, todėl 
4 
+ Sxdx-i | =49—19=63. 
1 


Panaudojus apibrėžtinį integralą, galima pagal momentinį 
greitį kiekvienu momentu iš laiko intervalo [a;b] rasti taško 
poslinkį per šį laiką. Iš tiesų, kai judėjimo dėsnis išreiškiamas 
lygybe x=/(+), o momentinis greitis laiko. momentu 7 lygus v(t), 
tai, kaip jau žinome, v(t) = (f). Bet tuomet (+) — funkcijos v (+) 
pirmykštė funkcija. Kadangi taško poslinkis per nagrinėjamą lai- 

Т | 


ko tarpą lygus f (5b) —/ (а) „todėl jis išreiškiamas integralu | v(/)dt. 


Pavyzdžiui, laisvai krintančio kūno greitis išreiškiamas for- 
mule v=g/. Todėl kelias, kurį nueina šis kūnas per / sekundžių 
nuo kritimo pradžios, lygus 

t 
— Wr m 
TR. gt dt= Tb 


[<] 


gi 


9 . 


Parodysime, kaip galima, nesumuojant begalinių mažybių, iš- 
vesti figūros ploto formulę, kai šią figūrą riboja abscisių ašis, 
dvi tiesės x=a ir x=b ir tolydžios neneigiamos funkcijos y=f(x) 
grafikas. (tokia figūra vadinama kreivine trapecija, žr. 40 pav.). 

Norėdami išspręsti šį uždavinį, išnagrinėkime kreivinės trape- 
cijos dalį, kurią nukerta bet kokia vertikali tiesė. Kai ši tiesė 
slenka, nukertamos dalies plotas kinta ir todėl jis yra x funkcija 
(x — taško, per kurį nubrėžta vertikali tiesė, abscisė). Šį plotą 
pažymėkime S(x). Įrodysime, kad kiekviename atkarpos [a; 5] 
taške S' (x) =f(x), kai funkcija y=f(x) tolydi šioje atkarpoje. Šią 
lygybę geometriškai įrodė Niutono mokytojas anglų matematikas 
Izaokas Barou, vėliau savo noru perleidęs katedrą genialiajam 
mokiniui. 

Imkime kurią nors x reikšmę ir suteikime jai pokytį Ax. Tuo- 
met kreivinės trapecijos plotas įgys pokytį AS (atitinkama fi- 


" uk 


X X*AX X 


40 pav. - | 41 pav. | 
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gūra subrūkšniuota 41 paveiksle). Šis pokytis yra tarp skaičių 
mAx ir MAx; čia m ir M — mažiausioji ir didZiausioji funkcijos 
y=f(x) reikšmė atkarpoje [x; х+ Ax]. Todėl 

m< uU <M. 


Tarkime, kad Ax artėja prie nulio. Tuomet m ir M artės prie fos 
o lim 52 =} (x). Tai ir reiškia, kad S' (x) —f (x). 
Ax>0 A 


Dabar jau nesunku apskaičiuoti visos kreivinés trapecijos plo- 
tą. Kadangi S(x) — funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, tai 
b 


f i(x)dx=S(b) —S(a). KadangiS(b) lygi ie&komajam plotui S, 


o S(a) — nuliui (tai „dalies“ nuo taško a iki to paties taško plo- 
tas), tai ; E 


S= | f(x)dx. (1) 


a 


Panašiai, kaip ir (1) formulė, išvedama lygybė 
b 
у= | S (x) dx, (2) 


skirta türiui skaiciuoti. Cia S(x) — pjüvio, lygiagretaus tam tik- 
rai žiksuotai plokštumai ir nutolusio nuo jos atstumu x, plotas 
(42 pav.). 

Pritaikę (1) ir (2) formulę, nesunkiai apskaičiuotume paraboli- 
nės nuopjovos plotą, piramidės, kūgio, rutulio tūrį — išspręstume 
visus uždavinius, kurie buvo tokie sudėtingi Archimedo laikais. 
Nesunkiai rastume ir Keplerio nagrinėtų kūnų — „citrinos“, ,,obuo- 
lio“ bei kitų — tūrį. 


42 pav. 


Lanko AB, apibrėžto lygtimi y=f(x), a<x<b, ilgis aps- 
kaičiuojamas taip: 
b b b 
s= [ds= f ү аға | V T О) dx 
(Zr. p. 48). 

19. Diferencialo atgimimas. Pasirodžius Koši darbams, galima 
buvo pamanyti, kad matematikai turi atsisveikinti su diferencialo 
sąvoka, panašiai kaip chemikai atsisveikino su flogistonu, o fi- 
zikai — su magnetiniais ir elektriniais skysčiais bei kaloriku. Bet 
atsitiko ne taip — išsisklaidžius mistiniam rūkui, slépusiam tik- 
rąją prasmę, diferencialas užėmė deramą vietą naujoje matemati- 
koje. Suprantama, dabar jau nebuvo kalbos, kad jis be galo ma- 
žas. Pasirodo, kai funkcija y=/(x) turi išvestinę, jos pokytį (t. y. 
skirtumą f (x4+ Ax) —f(x)) galima parašyti taip: 


Ay —f (x) Ax 4- a. Ax; 


čia a artėja prie nulio, kai Ax artėja prie nulio. Pirmasis dėmuo, 
t. y. l'(x)Ax, ir buvo pavadintas funkcijos y=f(x) diferencialu. 
Kad išliktų atsiminimas apie Leibnico laikus, vietoj Ax matema- 
tikai pradėjo rašyti dx. Paaiškėjo, kad dy-—f'(x)dx, o todėl 
Р(х) = eu „kaip ir buvo Leibnico darbuose. 


Taigi diferencialas pasidarė tik funkcijos pokyčio dalis, pro- 
porcinga argumento pokyčiui ir tokia, kad likusioji funkcijos po- 
kyčio dalis yra nykstamai maža palyginti su diferencialu (aišku, 
kai diferencialas nelygus nuliui). Taip apibrėžtą diferencialo są- 
voką pavyko pritaikyti kelių kintamųjų funkcijoms, o paskui ir 
dar bendresniems atvejams (pavyzdžiui, erdvėms, kurių matme- 
nų skaičius begalinis). 


| IV SKYRIUS 
OPTIMALIU SPRENDINIU BEIESKANT 


1. Optimizavimo uždaviniai. Didysis rusų matematikas Painu- 
tijus CebySovas (1821—1894) veikale „Geografinių žemėlapių 
braižymas“ rašė, kad ypač svarbūs yra tie mokslo metodai, ku- 
riais galima išspręsti visai žmogaus praktinei veiklai bendrą už- 
davinį: kaip turime disponuoti priemonėmis, kad pasiektume kuo 
didžiausią naudą. Tokius uždavinius tenka spręsti įvairiausių spe- 
cialybių atstovams — inžinieriai technologai stengiasi organizuoti 
gamybą taip, kad su turimomis staklėmis pagamintų kuo daugiau 
produkcijos, konstruktoriai laužo galvas, norėdami padaryti kuo 
lengvesnius kosminio laivo prietaisus, ekonomistai stengiasi pa- 
rinkti gamykloms tokią vietą, kad, pervežant žaliavą, transporto 
išlaidos būtų mažiausios. e 

Bet ne tik žmonės sprendžia tokius uždavinius. Nesąmoningai 
panašius uždavinius sugeba išspręsti kai kurios vabzdžių ir kitų 
gyvų būtybių rūšys. Pavyzdžiui, bičių korių narvelių forma yra 
tokia, kad narvelio tūriui reikia mažiausiai vaško. Nors bitės ne- 
simokė aukštosios matematikos, negailestinga natūralioji atranka 
padarė taip, kad išliko tik tos, kurioms reikėjo mažiausiai pastan- 
gų nulipdyti korius. 

Spręsti uždavinius bitėms padeda instinktas. Žmogus skiriasi 
„nuo jų tuo, kad jam padeda protas. Marksas sakė: „Bet ir blo- 
giausias architektas iš pat pradžių skiriasi nuo geriausios bitės 
tuo, kad, prieš statydamas narvelį iš vaško, jis jau yra pastatęs 
jį savo galvoje“.! Matematikams pavyko sukurti didžiausiųjų ir 
mažiausiųjų reikšmių apskaičiavimo metodus. Šie uždaviniai va- 
dinami optimizavimo uždaviniais (lotyniškai „optimus“ — geriau- 
sias). 

Reikia skirti du optimizavimo uždavinių tipus. Pirmojo tipo 
uždaviniai sprendžiami, atliekant radikalius kokybinius pakeiti- 
mus (ieškant naujų konstruktyvių sprendinių, įdiegiant naują ga- 
mybos technologiją ir t. t.). Antrojo tipo uždavinių kokybinė pusė 
nepakinta, bet keičiasi kiekybiniai rodikliai, pavyzdžiui prietaiso 
matmenys, cheminėje reakcijoje naudojamų medžiagų santykis, 
pradinis raketos greitis ir t. t. Nagrinėsime tik antrojo tipo už- 
davinius. Matematiškai tariant, šiuose uždaviniuose reikia rasti 
funkcijų, priklausančių nuo vieno arba kelių kintamųjų, didžiau- 
sias ir mažiausias reikšmes. ią 


! Marksas K. Kapitalas. — V., 1957. — T. I, p. 163. 
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43 pav. 


Pavyzdžiui, norėdami iš cilindrinio rąsto ištašyti didžiausio 
tūrio siją, turime spręsti uždavinį, kaip į skritulį, kurio spindu- 
lys R, įbrėžti didžiausio ploto stačiakampį (43 pav.). Jeigu sta- 
čiakampio plotį pažymėsime x,tai jo aukštinė h bus lygi V 4R? — x?, 
o plotas išreiškiamas formule S=x V 4R2—x? . Reikia rasti tokį x, 
kurį atitinka didžiausia funkcijos y=x V 4R?—x2 reikšmė. Šia- 
me uždavinyje funkcija priklauso tik nuo vieno argumento x. 
Jeigu reikėtų į rutulį, kurio spindulys R, jbreZ& didžiausio 
tūrio stačiakampį gretasienį, tektų nagrinėti dviejų kintamųjų 
funkciją V=xy V AR2—x?— y?. 

2. Funkcijų didėjimas ir mažėjimas. Maksimumai ir minimu- 
mai. Savaime aišku, kad lengviausia nagrinėti vieno kintamojo 
funkcijas — kuo daugiau kintamųjų, tuo sudėtingesnis uždavinys, 
tuo sunkiau parinkti optimalias dydžių reikšmes. Vieno kintamo- 
jo funkcijos didžiausiąją ir mažiausiąją reikšmę apskaičiuojame 
diferencijuodami (Leibnico pirmojo spausdinto darbo apie diferen- 
cialinį skaičiavimą pavadinime buvo paminėti maksimumai ir mi- 
nimumai). 

44 paveiksle pavaizduotas funkcijos grafikas. Taške a funkci- 
ja įgyja reikšmę, kuri yra didesnė už visas gretimas reikšmes 
(griežtai tariant, už visas reikšmes iš tam tikros to taško aplin- 
kos). Taške b funkcijos reikšmė mažesnė už visas gretimas reikš- 
mes. Sakome, kad funkcija taške a turi maksimumą, o taške b — 
minimumą (lotyniškai „maximum“ — didžiausia, „minimum“ — 
mažiausia). Abi šios sąvokos dažnai vadinamos vienu žodžiu eks- 
tremumas (lotyniškai „extremum“ — kraštutinė). 

Funkcijos, pavaizduotos 44 paveiksle, maksimumas yra ir taš- 
ke a, ir taške c. Bet geometriniu požiūriu šie taškai skirtingi — 
taške a funkcijos grafikas turi horizontalią liestinę, o taške c su- 
smailėja, arba, kaip sakoma, turi piką, ir per šį tašką negalima 
nubrėžti jokios liestinės. Kitokių ekštremumo taškų nebūna — ar- 
ba tokiame taške liestinė yra horizontali, arba jos iš viso nėra. 
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Bet liestinės krypties koeficientas lygus 
išvestinės reikšmei lietimosi taške. Todėl 
ekstremumo taškuose išvestinė arba lygi nu- 
liui, arba jos nėra. Pagal šį požymį randa- 
me „įtariamus“ taškus, kuriuose gali būti 
ekstremumas. Tuo tikslu reikia rasti duoto- 
sios funkcijos išvestinę ir nustatyti tas kin- 
tamojo reikšmes, su kuriomis ji lygi nuliui 
arba jos nėra. 

Bet kuris juristas pasakys, kad nuo įta- 
rimo iki kaltumo įrodymo — tolimas kelias, 
ir kartais įtariamas tardymo pradžioje žmo- 
gus pasirodo esąs nekaltas (bent jau dakta- 
ras Votsonas, ištikimas Serloko Holmso pa- 
lydovas, nuolat apsijuokdavo). Taip pat ne 
visuose taškuose, kuriuose išvestinė lygi nu- 
liui arba neegzistuoja, funkcija turi ekstremumą. Pavyzdžiui, 
funkcijos y=w3 išvestinė уга 3x? ir taške x=0 ji lygi nuliui. Bet 
funkcija у= x? didėja visoje skaičių ašyje (45 pav.) ir įtariamame 
taške x=0 ekstremumo neturi. Todėl reikia rasti pakankamą są- 
lygą, kad įtariamas taškas būtų ekstremumas. 


45 páv. 


Vėl panagrinėkime 44 paveikslą. Matome, kad į kairę nuo. 


taško a funkcija didėja, o į dešinę nuo jo — mažėja. Todėl taške 
a funkcija įgyja didžiausią reikšmę, lyginant su gretimomis. Pa- 
našiai kai, praeinant per kurį nors tašką, funkcija iš mažėjančios 
pasidaro didėjanti, tai šis taškas yra minimumo taškas. 

Taigi belieka sužinoti, kuriame intervale funkcija didėja, o 
kuriamie — mažėja. Ir šis klausimas sprendžiamas, taikant išves- 
tines. Tarkime, kad atkarpoje [a;b] funkcijos y=f(x} išvestinė 
teigiama. Tuomet pagal dėsnį f(t) judančio taško greitis kiekvie- 
nu laiko momentu yra teigiamas ir taškas juda teigiama kryptimi 
(tarkime, iš kairės į dešinę). Vadinasi, kai £j« f», laiko momentu 
їз judantis taškas bus dešiniau negu laiko momentu, і. Kitaip 
tariant, iš nelygybės й < išeina, kad у<02 , t. y. funkcija 
y-—f(t) didėja atkarpoje [a;b]. Ji didėja ir tuomet, kai tam tik- 
ruose atkarpos [a;b] taškuose jos išvestinė lygi nuliui — tokiu 
atveju taškas, judėdamas iš kairės į dešinę, tam tikrais laiko mo- 
mentais sustoja. 

Lygiai taip pat įrodoma, kad funkcija y—f (f) mažėja atkarpo- 
je [a; b], kai jos išvestinė atkarpos [a; b] taškuose neigiama (ar- 
ba kai kuriuose taškuose lygi nuliui). 

Gavome pakankamą sąlygą, kad taškas c būtų funkcijos eks- 
tremumo taškas: kai taške c, kuriame funkcija f(/) tolydi, išves- 
tinės ženklas pakinta iš „pliuso“ į „minusą“, tai taškas c yra 
funkcijos f(t) maksimumo taškas; analogiškai iš „minuso“ į „pliu- 
są“ pakitęs išvestinės ženklas apibūdina minimumo tašką. Iš čia 
gauname taisyklę шаша ekstremumui tirti. 
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Norėdami rasti funkcijos ekstremumo taškus, turime apskai- 
čiuoti jos išvestinę ir rasti taškus, kuriuose išvestinė lygi nuliui 
arba neegzistuoja. Sie taškai „įtariami“ — jie gali būti ekstremu- 
mo taškai. Po to reikia nustatyti išvestinės ženklą, kurį ji turi į 
kairę ir į dešinę nuo kiekvieno tiriamojo taško. Kai tame taške 
išvestinė keičia ženklą iš „pliuso“ į „minusą“, turime maksimumą, 
kai išvestinė keičia ženklą iš „minuso“ į „pliusą“, turime minimu- 
mą, o kai ji ženklo nekeičia, įtarimas nepasitvirtina ir šiame taš- 
ke ekstremumo nėra. 

Dabar jau galime ieškoti optimalių reikšmių. Tačiau turime ne- 
pamiršti, kad funkcija didžiausiąją ir та7іацѕіаја` reikšmę gali 
įgyti ne tik ekstremumo taškuose, bet ir apibrėžimo srities galuose. 
Todėl, spręsdami optimizavimo uždavinius, turime: 

1) optimizuojamą dydį išreikšti tam tikro kintamojo funkcija 
ir rasti šios funkcijos apibrėžimo sritį; 

| rasti junkcijos ekstremumo taškus; 

3) apskaičiuoti funkcijos reikšmes ekstremumo taškuose ir at- 
karpos, kurioje apibrėžta funkcija, galuose; 

4) iš šių reikšmių išrinkti optimaliąją. 

Pravartu prisiminti, kad taškai, kuriuose ieškome optimalių 
reikšmių, nekinta, kai su funkcija atliekame šias operacijas: 

a) pridedame pastovų dėmenį; 

b) dauginame iš pastovaus daugiklio (kai jis neigiamas, mak- 
simumai virsta minimumais, ir atvirkščiai); 

c) keliame funkciją kvadratu (kai ji neneigiama). 

Pailiustruosime pavyzdžiais, kaip sprendžiami optimizavimo 
uždaviniai. 

3. Didonės uždavinys. Legenda apie Kartaginos įkūrimą pa- 

sakoja, kad, finikiečių laivui priplaukus prie kranto, vietiniai gy- 

ventojai sutiko atvykėliams parduoti tiek žemės, kiek jie sugebės 
aptverti viena jaučio oda. Bet gudrioji finikiečių karalienė Didonė 
supjaustė šią odą į juosteles, jas surišo ir gautu diržu aptvėrė 
didelį žemės sklypą, kuris ribojosi su jūra. 

Paprastumo dėlei tarkime, kad jūros krantas buvo tiesus, o 
žemės sklypas — stačiakampis. Tuomet reikia rasti didžiausio plo- 
to stačiakampį, kurį galima aptverti ilgio 1 diržu, kai iš vienos 
pusės stačiakampis apribotas jūra. . 

Argumentu x laikysime atkarpos 
BC ilgį (46 pav.). Tuomet atkarpos . 
AB ilgis lygus /—2x, o stačiakam- 
pio plotas —x(!—2x). Ši funkcija 


apibrėžta atkarpoje [o: 5], jos ga- 
luose lygi nuliui, o viduje teigiama. 
Vadinasi, optimalioji x reikšmė yra 
šios srities viduje. | 
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Funkcijos у=х(1— 2х) išvestinė lygi /—4х ir lygi nuliui 
tik tada, kai x= + . Vadinasi, kraštinės BC ilgis turi būti lygus 
E , O kraštinės AB ilgis lygus 4 „t.y. stačiakampis yra kvad- 
rato pusė, kurios ilgesnė kraštinė ribojasi su jūra. Jei sklypo kon- 
tūras būtų ne stačiakampio formos, galėtume aptverti didesnį 
žemės sklypą. Taip bus, kai jis turės pusskritulio formą. 

4. Optimalusis greitis. Laivo 1 h eksploatacijos išlaidas sudaro 
išlaidos degalams ir kitos (komandos išlaikymas, amortizacija ir 
t. t). Aišku, kad išlaidos degalams tuo didesnės, kuo greičiau 
plaukia laivas, kitos išlaidos nuo laivo greičio nepriklauso. Atro- 
dytų, kuo lėčiau plaukia laivas, tuo pigesnė jo eksploatacija. Bet 
tai netiesa, nes išlaidas reikia apskaičiuoti ne 1 h, o 1 km kelio. 
Išspręskime tokį uždavinį. 

Koks turi būti laivo greitis, kad 1 km kelio tenkanti bendra iš- 
laidų suma būtų mažiausia, jei išlaidos degalams per 1 h propor- 
cingos greičio kvadratui? 

Išlaidų per 1 h sumą pažymėkime S, o laivo greitį — v. Tuomet 


išlaidos, tenkančios 1 km kelio, išreiškiamos formule D Bet 


pagal sąlygą S=kv?+6; čia k — proporcingumo koeficientas, о 
b — kitos išlaidos (išskyrus išlaidas degalams). Taigi reikia rasti 


v reikšmę, kurią atitinka mažiausia funkcijos y= kv + CX reik&- 


mé. Šios funkcijos išvestinė y=k- -5 lygi nuliui, kai v= 


= VŽ . Vadinasi, bendra išlaidų suma, tenkanti 1 km kelio, bus 


mažiausia, kai laivas plauks greičiu v= [= . Koeiicientų b ir 


k reikšmės nustatomos bandymu. 

5. Stipriausia sija. Sija yra pagrindinis bet kokios statybinės 
konstrukcijos elementas. Jos stiprumas priklauso nuo skerspjūvio 
formos. Be to, pjūvio aukštis turi daugiau įtakos stiprumui negu 
plotis. Juk nepalyginti sunkiau sulenkti briauna pastatytą liniuo- 
te negu plokščiuoju šonu. Medžiagų atsparumo teorija įrodo, kad 
sijos, kurios skerspjūvis yra stačiakampis, stiprumas proporcin- 
gas sijos pločiui b ir aukštinės h kvadratui. Kitaip tariant, tokios 
sijos stiprumas (išmatuotas tam tikrais vienetais) lygus kbh?; 
čia k — proporcingumo koeficientas, priklausantis nuo sijos ilgio, 
medžiagos, iš kurios ji pagaminta, ir t. t. 

Medinės sijos paprastai tašomos iš apvalių rąstų. Todėl sprę- 
sime tokį uždavinį. 

Iš rąsto, kurio spindulys R, reikia pagaminti stipriausią siją. 

43 paveiksle (p. 65) pavaizduotas rąsto skerspjūvis. Supran- 
tama, tašytos sijos stiprumas yra jos pločio funkcija. Labai plati 
(beveik tokio paties pločio kaip ir rąsto skersmuo) sija yra žema 
ir nestipri. Ir labai siaura sija yra nestipri. 
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Norėdami rasti stipriausios sijos ilgio ir pločio santykį, sijos 
stiprumą išreikšime pločio x funkcija. Šio skyriaus 1 skyrelyje 


apskaiciavome, kad pločio x sijos aukštis lygus V 4R2— x?, To- 
dėl tokios sijos stiprumas y=kx(4R2—x2). Be to, x kinta nuo 0 
iki 2R. 

Funkcija y=kx(4R?— х2) lygi nuliui, kai х=0 ir x=2R, o tarp. 
šių reikšmių teigiama. Vadinasi, jos maksimumas yra tarp O ir 2R. 
Šios funkcijos išvestinė y'—k(4R?—3x?) lygi nuliui tik viename 


atkarpos [0; 2R] taške x= $R V 3. Tai ir yra optimalioji si- 


jos pločio b reikšmė. Tokio pločio sijos aukštis A lygus i RV6 
ir santykis 2 = V2=14= I . Būtent tokį sijos aukščio ir 
pločio santykį rekomenduoja statybos darbų taisyklės. 

6. Sijos įlinkis. Didžiausias sijos įlinkis priklauso ne tik nuo 
standumo, bet ir nuo ilgio, apkrovos pasiskirstymo, nuo to, ar 
abu sijos galai įtvirtinti sienoje, ar tik vienas, ir t. t. Norėdami 
rasti šį įlinkį, turime žinoti tamprumo kreivės formą. 

Imkime ilgio / siją, jtvirtinkime abu jos galus sienoje ir toly- 
giai apkraukime siją apkrova ©. Tuomet įlinkis taške, nutolusiame 
atstumu x nuo sijos kairiojo galo, išreiškiamas formule 


=. 2 
у= тт Х2(1—х)? (1) 


(tuo nesunkiai įsitikintume, išsprendę III skyriaus 14 skyrelio (2) 
diferencialinę lygtį ir atsižvelgę į kraštines sąlygas y (0) =y’ (0) = 
=y (l) =y (1) =0). Santykis e vadinamas apkrovos intensyvu- 
mu ir žymimas 4. Kuo didesnis apkrovos intensyvumas, tuo la- 
biau įlinksta sija. 

(1) reiškinys yra ketvirtojo laipsnio daugianaris. Jo grafikas 
pavaizduotas 47 paveiksle. Sijos įlinkis didžiausias per vidurį, 
t y, Каіх= -- = QU. = 0". Vadinasi, kai dvi tos pa- 
.у. Kal g” Umax- 3a] SRAET ` , kai dvi tos pa 
čios medžiagos, vienodos pjūvio formos, bet skirtingo ilgio sijas 
apkrauname tolygiai paskirstyta vienodo intensyvumo apkrova, 
tai ilgesnė sija įlinksta labiau negu 
trumpesnė. Be to, dvigubai pailgė- 
jusios sijos įlinkis padidėja 16 kar- 
tų, o trigubai pailgėjusios — 81 kar- 
tą. Jeigu sijas apkrauname vienodai, 
tai ilgesnės sijos apkrovos intensy- 
vumas yra mažesnis negu trumpes- 
nės, bet įlinksta ji vis vien labiau 
(8 kartus, kai dvigubai ilgesnė, ir 
27 kartus, kai trigubai ilgesnė). 

Sijų, j kurias remiasi balkonai, 
sienoje įtvirtinamas tik vienas galas, | 47 pav. 
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48 pav. | 49 pav. 


antrasis paliekamas laisvas. Tokios sijos vadinamos konsolinė- 
n. Tolygiai apkrautos konsolinés sijos forma išreiškiama lyg- 
imi 
у= gie XE (2-4 Ix-6 P). (2) 
"Sios funkcijos grafikas pavaizduotas 48 paveiksle. Sj kartą la- 
biausiai įlinksta laisvasis sijos galas, t. y. kai x=1. Tuomet 
m 
Ушак ЕТЕТ ’ 


t.y. 48 kartus didesnis negu tokios pačios sijos, kurios abu galai 
įtvirtinti. 

Kai reikia nutiesti tiltą per nedidelį upelį, ant rąstų paklojama 
keletas lentų. Medžiagų atsparumo teorijoje tokios sijos vadina- 
mos sijomis su paremtais galais. Tolygiai paskirstyta apkrova О 
apkrautos sijos su paremtais galais forma išreiškiama funkcija 


— Q = 
y= gir; (3-20 P) (9) 


(49 pav.). Tokios sijos įlinkis didžiausias рег vidurį, kai х= E 5 


Jis lygus UL , Ly. 5 kartus didesnis negu sijos su jtvirtintais 
galais. 


7. Sukoncentruota apkrova. Išlenktos sijos forma priklauso ir 
"nuo to, kaip paskirstyta apkrova. Imkime siją, kurios abu galai 
paremti, ir visą apkrovą sukoncentruokime viename taške — sijoš 
viduryje. Tuomet tamprumo kreivę nusakys ne viena, o dvi lyg- 
tys. Kairiosios sijos pusės lygtis bus tokia: i 


| Ykair = am x (SP —4x?), (4) 
o dešiniosios šitokia: "E 
aer qe; (1х) (BP—4(1—x)?. ^ (4) 


ge 


. d£iausias ir lygus 


, nereikia; užtenka pastebėti, kad 


Kai x= T „iš abiejų formulių gaunama ta pati įlinkio reikš- 
mė — kitaip šiame taške sija lūžtų. Įlinkis šiame taške yra di- 


Kadangi E > =16, tai viename 


OP 
48EI ` ' 384 


taške sukoncentruota apkrova padidina maksimalų įlinkį 1,6 kar- 


to. 
Jei apkrovą Q sukoncentruotume konsolinés sijos gale, (adip 


` rumo kreivės lygtis būtų tokia: 


у= (31-х). _ (5) 


Suprantama, dabar įlinkis didžiausias sijos gale. Jis lygus L Е 


Жу. $ karto didesnis negu tuomet, kai apkrova pasiskirsčiusi 


tolygiai. 

8. Skubantis šviesos spindulys. Šviesos atspindžio ir lūžimo 
dėsniais remiamasi, kuriant sudėtingas optines sistemas. Dažnai 
vietoj jų, suformuluotų įprastai, taikomas bendras principas, iš 
kurio galima gauti ir šviesos atspindžio, ir lūžimo dėsnį. Šis prin- 
eipas nusakomas taip. 

Sviesos spindulys sklinda iš taško A į tašką B taip, kad kely- 
je sugaištas laikas yra ekstremalus (paprastai jis minimalus, bet 
galima pateikti pavyzdžių, kai jis maksimalus). 

Iš šio principo gausime šviesos atspindžio dėsnį. Atstumą tarp 
taško A projekcijos veidrodyje A, ir atspindžio taško C pažymėki- 
me x (50 pav.). Atstumą tarp taškų A ir B projekcijų veidrodyje 
pažymėkime /, o pačių taškų atstumus nuo veidrodžio —-a ir b. 
Tuomet laikas +, per kurį šviesos spindulys nueina kelią nuo taš- 
ko A iki taško B, išreiškiamas taip: 


t= 1 V F+ y WE - 3x); 


čia c — šviesos greitis vakuume. 
Raskime šios funkcijos išvestinę ir prilyginkime ją nuliui: 


del x — 775) 
d eyes VEI GS 
Sia iracionaliąją lygtį išspręsti ne taip jau lengva, bet. to ir 


x А 1—х : 
—SID Q,———————-—Ssinp. 
V a?4-x? Vr (1—х)? B 


Tuomet iš lygties gauname sina- 
=sin В. O tai reiškia, kad а= В, t. y. 
kritimo kampas lygus atspindžio kam- 
pui. 


7i 


Dabar išnagrinėkime šviesos lūži- 
mą, pereinant iš aplinkos, kurioje švie- 
sa sklinda greičiu vı, į aplinką, kurioje 
ji sklinda greičiu v». Tokiu atveju (51 
pav.) laikas, per kurį šviesa nueina 
kelią iš A į B, išreiškiamas formule 

‚_ Уш Ув) 

n Uj U2 А 
Apskaičiavę šios funkcijos išvestinę ir 
prilyginę ją nuliui, gauname lygybę 

— me — 

9 Vere v; V b24 (1—x)? ; 


t. у. 


sina „sin B 
vi 09 ` 
Ji ir išreiškia šviesos lūžimo dėsnį. 

Šiuo metu įvairiuose fizikos skyriuose yra analogiško pobū- 
džio dėsnių. Jie suformuluoti bendriausia išraiška, pagal kurią 
tam tikras dydis turi įgyti ekstremalią reikšmę, ir aprėpia dau- 
gybę atskirų dėsnių. 

9. Daubos, kalvos ir balnakalniai. Daubos šlaitu paleistas 
riedėti kamuolys greitai nulekia žemyn ir lieka gulėti dugne. 
Siuo momentu jo potencinė energija yra mažiausia (suprantama, 
jei reikalaujama, kad jis būtų daubos paviršiuje). Apskritai bet 
kokia fizinė sistema stengiasi pereiti į tokią būseną, kurioje jos 
potencinė energija minimali (kaip sakoma, „patekti potencialo 
duobės dugnan“). Remiantis šiuo principu, galima rasti sudėtin- 
gų sistemų pusiausvyros padėtį. 

Imkime masės m rutuliuką ir spyruoklėmis pritvirtinkime jį 
prie dviejų taškų A ir B (52 pav.). Veikiamas sunkio, rutuliukas 
pradės leistis žemyn ir temps abi spyruokles. Rutuliuko potencinė 
energija mažės, o spyruoklių — didės, bet visos sistemos poten- 
cinė energija mažės. Po tam tikro laiko sistema bus pusiausvi- 

га —sunkį atsvers spyruoklių jtempi- 

В таз. Norint nustatyti pusiausvyros pa- 

с dėtį, pakanka rasti visos sistemos po- 

A Š tencinę energiją ir išsiaiškinti, kada ji 
mažiausia. Tokios sistemos potencinė 

energija уга rutuliuko koordinačių 

2 funkcija P (x, y), todėl turime apskai- 


oC čiuoti dviejų kintamųjų funkcijos mi- 
nimumą. | 

P=mg Žinoma, galėjome imti ir sudėtin- 

gesne sistemą, pavyzdžiui, du rutuliu: 

52 pav. kus, sujungtus spyruokle, kurių kiek- 


vienas dar pakabintas ant spyruoklės. Tuomet tektų ieškoti ketu- 
zių kintamųjų funkcijos minimumo (kiekvienas rutuliukas turi po 
dvi koordinates). Kintamųjų skaičius padidėtų, jei nagrinėtume 
ne plokščiąsias, o erdvines sistemas. 

„ Ieškoti kelių kintamųjų funkcijos ekstremumų tenka ne tik 
mechanikams. Inžinieriui chemikui reikia parinkti tokias tempera- 
tūros, slėgio, mišinio sudėties ir kt. reikšmes, kad cheminis pro- 
cesas vyktų kuo greičiau, o produkcijos išeiga per nustatytą 
laiką būtų kuo didžiausia. Agronomas turi parinkti sėjos, der- 
liaus nuėmimo laiką, trąšų kiekį, kad, neviršydamas darbo są- 
naudų ir turimos technikos, surinktų kuo didžiausią derlių. Kar- 
tais kintamųjų skaičius, nuo kurių priklauso atsakymas, siekia 
milijonus — taip yra, sprendžiant ekonomikos uždavinius, kai rei- 
kia sudaryti optimalų plana, operuojant tūkstančių įmonių ga- 
minama produkcija ir parenkant įvairius jos paskirstymo va- 
riantus. 

Kelių kintamųjų funkcijos ekstremumo taškų paiešką galima 
pakeisti atveju, kai kinta tik vienas kintamasis. Tarkime, kad 
taškas jau yra daubos dugne. Tuomet, kintant bet kuriam kinta- 
majam, taškas kils šlaitu aukštyn. Kitaip tariant, funkcijos z— 
=f(X1, ..., Xa) minimumo taškas turi tokią savybę: fiksavus 
visų kintamųjų, išskyrus vieno, reikšmes, gautoji vieno kinta- 
mojo funkcija įgyja minimumą su ta pačia šio kintamojo reikš- 
me, su kuria įgyja minimumą ir duotoji funkcija. 

Bet vieno kintamojo funkcijos išvestinė ekstremumo taškuose 
arba lygi nuliui, arba neegzistuoja. Todėl veiksmų planas labai 
paprastas. 

Iš pradžių, laikydami, kad visi kintamieji, išskyrus pirmąjį, 
yra „įšaldyti“, randame gautosios funkcijos išvestinę kintamojo 
x, atžvilgiu. Tokia išvestinė vadinama daline išvestine kintamojo 
x, atžvilgiu ir žymima c . Paskui tokiu pat büdu randame dali- 
nes išvestines xo, Xs, ..., x4 atžvilgiu. Ekstremumo taškai gali 
būti tik tie, kuriuose visos šios dalinės išvestinės lygios nuliui 
arba neegzistuoja. 

Atvejai, kai ekstremumo taške nėra išvestinės, gana reti (pa- 
vyzdžiui, toks taškas yra piramidės arba kūgio viršūnė). 
Dažniausiai susiduriame su „glodžiuoju ekstremumu“. Norėda- 
mi rasti taškus, kuriuose galėtų būti toks ekstremumas, turime . 
išspręsti lygčių sistemą 


Ši sistema turi tiek lygčių, kiek yra nežinomųjų, kuriuos rei- 
kia rasti. Tačiau, jei nagrinėjamoji funkcija priklauso nuo dau- 
giau kintamųjų, gauname lygčių sistemą su tiek nežinomųjų, 
kad jos neįmanoma išspręsti netgi pasitelkus greitaeige skaičia- 
vimo techniką. Susiklosto situacija, kurią. žinomas. amerikiečių 
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matematikas Ričardas Belmanas pa- 

` WP vadino ,dimensijos prakeikimu“ (п 

©- kintamųjų funkcija traktuojama 

kaip n-matés erdvės taškų funkcija, 

5 C іг. kuo daugiau kintamyju, tuo di- 
desné šios erdvės dimensija). 

NS Tačiau čia yra dar vienas keb- 


lumas. Vieno kintamojo funkcijos iš- 
vestinė, lygi nuliui, paprastai garan- 
tuoja, kad gausime ekstremumo taš- 
ką — juk tokių funkcijų, Каір y=%, 
kurių ne tik pirmoji, bet ir antroji išvestinė lygi nuliui taške x=0, 
palyginti nedaug. Todėl vieno kintamojo atveju pasirinkimas ne- 
didelis — kai išvestinė lygi nuliui, paprastai turime maksimumą 
-arba minimumą. Dviejų kintamųjų funkcijos galimybės kur kas 
įvairesnės — kai abi dalinės išvestinės lygios nuliui, galime atsi- 
durti ne tik maksimumo arba minimumo taške (t. y. kalvos viršū- 
nėje arba daubos dugne), bet ir balnakalnyje. Kitaip tariant, ga- 
lime patekti į tokį tašką, iš kurio einant, funkcija viena kryptimi 
didėja, o kita — mažėja. Tokio paviršiaus planas pavaizduotas 
53 paveiksle. Tikimės, kad skaitytojas moka skaityti topografinį 
žemėlapį; paveiksle parodytas kreives topograíai vadina horizon- 
talėmis, o matematikai — lygio kreivėmis. Tai kreivės, kurių taš- 
kuose funkcijos z—/(x, y) reikšmės pastovios. 

10. Elbrusas ir Kryžiaus perėja. Aukščiausias Kaukazo taš- 
kas — Elbruso viršūnė (5642 m virš jūros lygio). Bet jeigu keliau- 
tojas nepanorės, laipiodamas kalnais, šturmuoti skardžių ir sau- 
gotis plyšių ledynuose, jis gali su komfortu važiuoti Gruzinų 
karo keliu. Tačiau tuomet jis nepasieks Elbruso — aukščiausias 
šio kelio taškas bus Kryžiaus perėja, pakilusi tik į 2379 m aukštį. 
Taigi apriboję (keliauti tik Gruzinų karo keliu) sužinome, kad 
ekstremali aukščio reikšmė yra kur kas mažesnė. 

Bendru atveju ekstremumo uždavinį su papildomais apribo- 
jimais (toks ekstremumas matematikoje vadinamas sąlyginiu) 


53 pav. 


galima suformuluoti taip: rasti funkcijos 2=|(х1, ... , Xn) ekst- 
remumą, kai : 
Ф: (51, ..., Xn) —0, ... , 9Gm(Xi, ... , Xn) 50; (1) 


čia m<n. (1) lygtys vadinamos ryšio lygtimis. Sis pavadinimas 
atkeliavo iš teorinės mechanikos. Mat joje tokios lygtys atsirado 
dėl to, kad atskiros sistemos dalys tampriai susietos viena su 
kita. : 

Norėdami išspręsti sąlyginio ekstremumo uždavinį, galime iš 
pradžių kuriuos nors m kintamųjų iš ryšio lygčių išreikšti kitais 
n—m kintamaisiais (išreikšti galima tiek kintamųjų, kiek yra 
ryšio lygčių), gautas išraiškas įrašyti į tiriamąją funkciją, o pas- 
kui spręsti įprasto ekstremumo uždavinį. Bet gauti tokį reiškinį 
gana sudėtinga. Prancūzų matematikas Lagranžas (1736—1813) 
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a ege 


b 
$ 
^ 


pasiūlė kitą šio uždavinio sprendimo 
būdą. Jo idėja tokia. Tarkime, duo- 
ta dviejų kintamųjų funkcija z= 
=f (x,y) ir viena sąlyga ф(х), y) =0. 
Nubraižykime duotosios funkcijos ly- 
gio kreives ir kreivę T, kurios lygtis 
ф(х, y) =0 (54 pav.). I$ brėžinio ma- 
tyti, kad, judėdami šia kreive, kilsi- 
me į viršų tol, kol pasieksime taš- 54 pav. 

ką M, o paskui pradėsime leistis že- 

myn. Kadangi kalno viršūnė yra taške O, tai, juo arčiau šio taš- 
ko yra lygio kreivė, juo aukščiau taškas M. | 

Bet taške M kreivė T liečia atitinkamą lygio kreivę. Vadi- 
nasi, radę kreivės Г ir lygio kreivės lietimosi tašką, kartu rasi- 
me sąlyginio ekstremumo tašką. O toks uždavinys sprendžiamas 
paprasčiau. Praleisdami išvedimo detales, pateikiame Lagranžo 
taisyklę. 

Norėdami rasti funkcijos z—f(x, y) ekstremumo tašką, kai 
duota sąlyga ф(х, y) =0, turime sudaryti trijų kintamųjų funk- 
ciją z=[(x, y) — A9(x, y) ir rasti jos ekstremumą. 

11. Liūto medžioklė dykumoje. Ekstremumų paieškos metodai, 
pagrįsti diferencialiniu skaičiavimu, absoliučiai viešpatavo mate- 
matikoje XVIII ir XIX amžiuje. XX a. matematikai ėmėsi sudė- 
tingesnių uždavinių, kuriuos sprendžiant, nebuvo galima gauti 
nagrinėjamų funkcijų išraiškos (pavyzdžiui, nėra formulių, iš 
kurių galėtume sužinoti, kiek gausime cheminės medžiagos reak- 
toriuje, esant tam tikrai temperatūrai). Todėl matematikai pradėjo 
kurti naujus ekstremalių reikšmių paieškos metodus, kuriuose 
nebūtų naudojamos išvestinės. 

Taigi tarkime, reikia rasti atkarpoje [a; b] apibrėžtos funk- 
cijos y=f(x} maksimumą, kai jos išraiška nežinoma. Jei vietoj 
funkcijos išraiškos duotas jos grafikas, viskas tvarkoje — tik pa- 
žiūrėję į jį, galėsime nurodyti didžiausią reikšmę. Padėtis keb- 
lesnė, kai grafiko nėra, kai galime tik eksperimentiškai rasti funk- 
cijos reikšmes, t.y. kai suteikiame x apibrėžtą reikšmę ir išma- 
tuojame gaunamą y reikšmę. Jeigu kiekvienas eksperimentas trun- 
ka ilgai, o atsakymo reikia greitai, iškyla paties optimumo pa- 
ieškos proceso optimizavimo problema. 

"Čia reikia skirti du atvejus: visi matavimai atliekami arba 
tuo pačiu metu, arba vienas po kito. Pirmuoju atveju nieko ge- 
resnio nėra, kaip išmatuoti funkcijos y—f(x) reikšmes kokiuose 
nors taškuose xj, ... , Хһ ir iš tų reikšmių išrinkti didžiausią. 
Jei funkcija nešokinėja aukštyn ir žemyn, kaip Dirichlė funkcija, 
o kinta tolydžiai ir netgi glodžiai, tai daug šansų, kad išrinktoji 
reikšmė ne itin skiriasi nuo ieškomosios (suprantama, kai taškų 
Xp ss. , Xn уга labai daug). 

Toks metodas šiandien gana nėpagarbiai vadinamas „badymo 
metodu“ — badome tai į vieną, tai į kitą vietą, tikėdamiesi pa- 
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taikyti į ekstremumo tašką. Be to, 
parinkdami naujus taškus, neatsi- 
žvelgiame į jau surastas reikšmes. 
Taip elgiamės tik tada, kai nieko 
nežinome apie nagrinėjamąją funk- 
ciją, išskyrus bendriausias prielai- 
das, kad ji yra tolydi ir galbūt glo- 
di. Tačiau paprastai apie šią funk- 
ciją Žinome daugiau. Dažnai Zino- 
me, kad ji atkarpoje [a; b] turi tik 
vieną maksimumo tašką ir yra iškila 
55 pav. (55 pav.). Tokiu atveju galime 

pasirinkti išmintingesnę strate- 

giją. Tarkime, žinome funkcijos reikšmes y; ir y» taškuose x, ir 
хә. Kai yi gs, tai, turėdami galvoje reikalavimus, kuriems turi 
paklusti ši funkcija, suvokiame, kad jos didžiausioji reikšmė yra 
kur nors atkarpoje [a; хә]. Analogiškai, kai y,<yo, didžiausioji 
reikšmė yra kur nors atkarpoje [x1; b]. Neapibrėžtumas suma- 
žėjo nuo skaičiaus b— а (atkarpos [a; b] ilgio) iki didžiausio 
iš skaičių хо — a ir b — xı. Dabar aišku, kad protingiausia pa- 
rinkti taškus x, іг хә taip, jog didžiausias šių skaičių būtų kaip 
galima mažesnis (tokia strategija vadinama minimakso strate- 
gija, nes pirmiausia iš dviejų skaičių išrenkame didžiausią, o po. 
to stengiamės padaryti, kad rezultatas būtų kaip galima ma- 
žesnis). Tokį rezultatą gausime, kai taškus parinksime šalia at- 
karpos [a; b] vidurio ir kaip galima arčiau vienas kito. Kai at- 
stumas tarp jų lygus 2e, t. y. Каі e mažas, tai didžiausias iš 


skaičių хо — a ir b — x, lygus ES +e ir sudaro maždaug pusę 


= Х x, b X 


pradinės atkarpos [a; b] ilgio. Tačiau pabrėžiame, kad negali- 
ma e imti labai mažą, nes, netiksliai matuodami, nesužinosime, 
ar funkcijos reikšmė didesnė taške xı, ar taške x;. 

Galima įrodyti, kad, pridėjus trečiąjį tašką, neapibrėžtumas 
nesumažėja. Todėl kiekvieną kartą turime imti po du taškus, 
be to, kiekviena nauja pora turi būti sudaryta iš kaip galima 
artimesnių taškų, bet visgi tokių, kad funkcijos reikšmės juose 
skirtųsi. Liko išsiaiškinti, kaip parinkti šias poras atkarpoje 
[а; b]. 

Tarp matematikų labai populiari anekdotų serija apie liūto 
medžioklę dykumoje (teigiama, kad ją pradėjo linksma talen- 
tingų N. Luzino mokinių kompanija, kuri vadinama „Luzitani- 
ja“). Viename anekdote siūlomas toks liūto medžioklės būdas. 
Reikia dykumą padalyti pusiau, tuomet, be abejonės, liūtas bus 
kurioje nors dykumos pusėje, nes kitaip jo visai nebūtų dyku- 
moje. Šią pusę padalykime dar pusiau, po to padarykime vėl tą 
patį su ta dalimi, kurioje yra liūtas. Procesą teskime tol, kol 
gautosios dalies matmenys bus tokie, kaip. liūto. Tuomet liūtas 
atsidurs narve. 


76 


Pritaikykime šį būdą ekstremumo „medžioklėje“. Iš pradžių 
imkime du taškus šalia atkarpos [a; b] vidurio ir pagal juos 
raskime naują neapibrėžtumo atkarpą. Paskui imkime du taškus 
šalia šios atkarpos vidurio ir procesą teskime tol, kol gautosios 
atkarpos ilgis pasidarys toks maZas, kad jau nepajégsime skirti, 
kuriame jos gale funkcijos reikšmė didesnė, o kuriame — mažes- 
nė. Taip gausime ieškomą ekstremalią funkcijos reikšmę, apskai- 
čiuotą geriausiai galimu tikslumu. 

12. Polaidžio vandens keliu. Ekstremumų paieškos būdas, da- 
lijant sritį į dalis, tinka ne tik vieno, bet ir dviejų arba trijų 
kintamųjų funkcijoms. Tačiau čia yra keblumų — ne visuomet 
nagrinėjamoje srityje būna tik vienas ekstremumas — greta eks- 
tremumo taškų gali būti ir balnakalnių. Bet didžiausi nemalo- 
numai tykoja, kai didėja kintamųjų skaičius, nuo kurių priklauso 
funkcija. Tarkime, funkcija priklauso nuo šimto kintamųjų xi, 
Xo, ... , X100 be to, kintamasis x, kinta atkarpoje [аһ; br]. Tuo- 
met, padalije kiekvieną šių atkarpų pusiau ir paėmę tik taškus, 
sutampančius su gautųjų atkarpų galais arba vidurio taškais, 
gautume 3!0 t.y. maždaug 10%, taškų. Tuo tarpu pati tobuliau- 
sia skaičiavimo mašina per sekundę atlieka apie 107 operacijų. 
Todėl netgi milijonas tokių mašinų per sekundę išnagrinės ne 
daugiau kaip 10!3 taškų. Vadinasi, norint išnagrinėti visus taškus, 
reikės 1030 s, t. y. 3-1023 metų. Kaip teigia šiuolaikinės hipotezės, 
tai daug kartų viršija Visatos amžių. Net ir greičiau veikiančios 
mašinos nepajėgtų išnagrinėti visų taškų. Manome, skaitytojas 
dabar suprato, ką turėjo galvoje Belmanas, kalbėdamas apie „di- 
mensijos prakeikimą“. 

Iš to nereikia daryti pesimistinių išvadų, kad matematika 
` nesugeba rasti daugelio kintamųjų funkcijų ekstremumų. Tiesiog 
reikia „badymo metodą“ pakeisti labiau apgalvotu metodu, kuris 
liestų ne tik funkcijos reikšmes, bet ir kitimo kryptį, o vietoj 
daugiamačių uždavinių pagal galimybes spręsti vienmačius. 

Vienas toks keitimo būdas pagrįstas tuo, kad pirmiausia kei- 
čiame tik vieną kintamąjį ir stengiamės gauti didžiausią funk- 
cijos reikšmę (dabar ieškosime maksimumo). Vėliau surastą pirmo 
kintamojo reikšmę fiksuojame ir keičiame antrą kintamąjį. Po to 
ateina trečio, ketvirto ir t.t. kinta- 
mojo eilė, kol kiekvienas jų atlieka y 
savo funkciją. Paskui vėl keičiame 
pirmą kintamąjį, po to antrą ir t.t., 
kol baigiame antrąjį ciklą. Jeigu 
pasiseks, tai po kelių ciklų pateksi- 
me į didelių funkcijos reikšmių sri- 
tį ir galbūt atsidursime arti kurios 
nors viršūnės (56 pav.). 7 r 

Toks nuoseklus artėjimas prie 
ieškomojo ekstremumo taško gražiai 56 pav. 


77 


apibūdintas danų mokslininko Pito Cheino eilėraštyje (savo. 
eiles jis vadina „grukais“): 


„Nelengva kelią į tiesą surast, 
Bet eiki greičiau ir negaišk. 
Klaida, klaida 

Ir vėl klaida. 

Bet arčiau, 

Ir arčiau, 

ir arčiau“. 


Kartais toks priartėjimo kelias būna labai ilgas. Tačiau jį 
galima sutrumpinti, judant įstrižai. Bet iš kiekvieno taško išeina 
daug krypčių, ir kyla klausimas, kurią jų pasirinkti. Jei, kopda- 

"mi į kalvą, galime judėti vienodu greičiu, koks bebūtų status 
šlaitas, atsakymas aiškus — parankiausia pasirinkti tą kelią, ku- 
ris yra stačiausias,— juk tuomet neteks gaišti laiko užuolan- 
koms. Beje, šį kelią pamatytume išsyk — juo pavasarį teka po- 
laidžio vandenys, bet kuriuo laiko momentu verždamiesi žemyn 
stačiausiu šlaitu. | 

Deja, polaidžio vandenys nepadeda, kai funkcija apibrėžta 
formule arba, dar blogiau, tik taisykle, kaip eksperimentiškai 
gaunamos jos reikšmės. Tačiau pagal keletą funkcijos reikšmių 
šalia duotojo taško galėtume įsivaizduoti, kaip funkcija kinta 
šioje aplinkoje, bei rasti didžiausio statumo, arba, kaip sako 
matematikai, gradiento, kryptį. Dviejų kintamųjų funkcijos ši 
kryptis statmena lygio kreivės liestinei (57 pav.). Kai judėjimo 
kryptis parinkta, vietoj kelių kintamųjų funkcijos gauname vieno 
kintamojo funkciją, priklausančią nuo atstumo, kurį nuėjo taš- 
kas pasirinktąja kryptimi. Kai ši funkcija didžiausią reikšmę įgy- 
ja taške Mi, tai randame gradiento kryptį šiame taške ir einame 
nauju, keliu. Judėdami tokiu būdu, galime atsidurti netoli kalvos 
viršūnės. Kadangi kelias eina didžiausio statumo kryptimi, šis 
metodas vadinamas greičiausio pakilimo mėtodu (arba greičiau- 
sio nusileidimo, atsižvelgiant į tai, ko ieškome — didžiausios ar 
mažiausios funkcijos reikšmės). 

Tačiau, taikydami šį metodą, ne visadą pasiekiame tikslą. 
Kai maksimumo taškas yra ant siauros kalno keteros, tai, įkopę 
į ją, toliau blaškysimės į šonus, neartėdami prie viršūnės. Be to, 
net ir įkopę į viršūnę, nesame tikri, 
аг tai pati aukščiausia viršūnė, ar 
tik mažytė kalvelė — kitaip,, įkopę į 
Mašuką, galime pagalvoti, kad po 
mumis visas Kaukazo kalnynas. 

Norėdami išvengti šių sunkumų, 
žinomas tarybinis matematikas TSRS 
MA narys korespondentas I. Gelfan- . 
das (gimęs 1913 m.) ir per anksti mi- 

57 pav. ręs jo mokinys M. Cetlinas (1924— 
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1966) sugalvojo būdą, kurį pavadino „daubų metodu“ (jie ieškojo 
ne maksimumų, o minimumų, todėl vietoj kalno keterų gavo dau- 
bas). Paaiškinsime šio metodo esmę. Iš pradžių parenkame kokį 
nors tašką ir iš jo judame greičiausio nusileidimo metodu, kol 
pradedame blaškytis į šalis (taip būna tada, kai minimizuoja- 
moji funkcija beveik nustoja mažėti). Toks funkcijos elgesys ro- 
do, kad esame kur nors daubos dugne. Dabar imame kitą tašką 
ir vėl iš jo nusileidžiame į daubos dugną. Turime jau du taškus 
daubos dugne. Po to einame iš vieno rastojo taško į kitą, Zeng- 
dami didelį žingsnį šia kryptimi (jis turi būti kelis kartus di- 
desnis už tuos žingsnius, kuriais leidžiamės į daubą). Supran- 
tama, dauba gali pasukti į kitą pusę, ir atsitiks taip, kad iš jos 
dugno pakilsime į šlaitą. Ką gi, tuomet reikia iš šio taško vėl 
nusileisti žemyn ir žengti žingsnį daubos dugnu. 

. Pagrindinis šio metodo taikymo sunkumas — tiksliai suderinti 
žingsnių žemyn ir daubos dugnu didumą. Tačiau, gerai parinkę 
šiuos dydžius, gausime kelią, kuris, kaip sako šio metodo auto- 
riai, „eis per nedideles keteras ir aplenks aukštus kalnus“. Svar- 
biausia tai, kad patekę negilion duobėn, neįstrigsime, o išeisime 
į kelią, vedantį. prie ieškomojo minimumo taško. Aišku, ir daubų 
metodas nėra vaistas nuo visų ligų. Kartais ir jo rezultatai ne 
geresni negu gradiento arba netgi aklos paieškos metodo. Bet 
dažnai jis yra naudingas. 

13. Uždaviniai su apribojimais. Keliaudami kalnais ir daubo- 
mis, manėme, kad iš kiekvieno taško kelias atviras visomis kryp- 
timis. Bet taip būna ne visada. Gali pasitaikyti kalnuose terito- 
rija, į kurią pašaliniai neįleidžiami, arba pasirinktąjį kelią kur 
nors kerta valstybės siena. Tuomet atsiranda optimizavimo užda- 
viniai su apribojimais. ; 

Tokių uždavinių sprendimas daug kuo skiriasi nuo uždavinių 
be apribojimų sprendimo, nes ekstremalios reikšmės gali būti 
įgyjamos ne srities viduje, o jos kontūro taškuose. Todėl, spren- 


„džiant tokius uždavinius, svarbu ne tik pačios funkcijos elgsena, 


bet ir kintamųjų kitimo srities forma. Paprastai, kintamųjų kiti- 
mo sritis nusakoma nelygybių sistema: 


qi (xi, Gre Ж Xn) 220, 


r 


m ru D. хо a (1) 
9m (Xi, ... , Xn) 220. 

Todėl optimizavimo uždavinys su apribojimais. formuluojamas 
taip: iš visų kintamųjų reikšmių, tinkančių (1) nelygybėms, iš- 
rinkti tas, su kuriomis duotoji funkcija г=|(х1, ... , Xn) įgyja 
didžiausią arba mažiausią reikšmę. 

Paprastai tokius uždavinius galima spręsti tik padarius kai 
kurias prielaidas dėl pačios funkcijos z, o taip pat ir dėl funk- 
cijų, apibrėžiančių srities О formą. Patys pirmieji tokie užda- 
viniai buvo tiesinio programavimo uždaviniai. Pirmą kartą juos 
išsprendė tarybinis mokslininkas L. Kantorovičius, o šiek tiek 
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vėliau — amerikiečių. mokslininkai Kupmansas ir Dancigas. 
1965 m. akademikas Kantorovičius apdovanotas Lenino premija, 
o 1975 m. Kantorovičius ir Kupmansas gavo Nobelio premiją. 
Tiesinio programavimo uždavinių tiek tiriamoji funkcija, tiek 
funkcijos, apibrėžiančios apribojimus, yra tiesinės, t. y. visi kin- 
tamieji — pirmojo laipsnio. 

Kai nepriklausomų kintamųjų yra du arba trys, tiesinio prog- 
ramavimo uždavinius nesunku interpretuoti geometriškai — reikia 
rasti funkcijos ekstremalią reikšmę baigtiniame taškų skaičiuje, 
būtent, tam tikro iškilojo daugiakampio arba briaunainio vir- 
šūnėse. Kai nagrinėjamoji funkcija ir apribojimai priklauso nuo 
daugiau kintamųjų, tenka naudotis daugiamatės erdvės geomet- 
riniais vaizdiniais: reikia ieškoti funkcijos didžiausios arba ma- 
žiausios reikšmės daugiamačio briaunainio viršūnėse. 

Dancigas sukūrė ypatingą šio uždavinio sprendimo algorit- 
mą, kuris šiandien vadinamas simplekso metodu (pirmą kartą jis 
buvo pritaikytas n-matés erdvės piramidei, turinčiai n+1 vir- 
šūnę. Tokios piramidės vadinamos simpleksais; pavyzdžiui, at- 
karpa — tai vienmatis simpleksas, o trikampis — dvimatis simp- 
leksas). Suradę kurią nors briaunainio viršūnę ir pritaikę simp- 
lekso metodą, galime eiti per kitas briaunainio viršūnės, visą 
laiką gerindami funkcijos reikšmę, kol pateksime į tašką, kuriame 
reikšmė optimali. 

Siandien tiesinis programavimas taikomas įvairiose srityse: 
sudarant naudingiausius racionus, tinkamiausius tvarkaraščius, 
paskirstant darbą staklėms ir pan. 

Nors tiesinio programavimo taikymo sritis gana plati, visgi 
yra uždavinių, kuriems spręsti reikia dar galingesnių metodų. 

14. Liūtas atpažįstamas iš nagų. Pažymėkime du taškus A ir 
B bei sujunkime juos įvairiausiomis kreivėmis, einančiomis iš 
viršaus į apačią (58 pav.). Materialusis taškas, pradėjęs iš taško 
A kristi žemyn viena šių- kreivių, po tam tikro laiko £ atsidurs 
taške B. Šį laiką galima laikyti funkcija, apibrėžta aibėje visų 
tų kreivių, kurios eina iš taško A į tašką B nurodytąja kryptimi. 

: Kai kreivė iš pradžių stačiai krinta 
žemyn, o paskui nuožulniai eina iki 
aško B (kreivė a), tai judantis taš- 
kas iš pradžių krinta greitai, o pas- 
kui lėtai. Kai kreivė stačiai krinta 
tik pačiame gale (kreivė c), tai taš- 
kas sugaišta daug laiko pradinėje 
kelio atkarpoje. Iškyla uždavinys — 
iš visų kreivių išrinkti tą, kuria ju- 
dėdamas materialusis taškas grei- 
čiausiai -pasiekia tašką B. . 

Šio uždavinio istorija prasideda 
1696 metais, kai Johanas Bernulis 
58 pav. įrodė, kad ieškomoji kreivė (ji buvo 
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pavadinta brachistochrona; graikiškai „brachistos“— trumpiau- 
sias, „chronos“— laikas) yra sena pažįstama — cikloidė. Jis pa- 
siūlė Leibnicui savarankiškai išspręsti šį uždavinį. Tas išsyk ra- 
do atsakymą ir patarė Bernuliui paskelbti „tokį nuostabų ir iki 
šiol negirdėtą uždavinį“ geometrų varžybose, skiriant jo spren- 
dimui vienerius metus. Vėliau Leibnicas viename straipsnyje pa- 
reiškė, kad visame pasaulyje yra tik trys matematikai, kurie- 
galėtų įveikti šį uždavinį (Liopitalis, Hudė ir Niutonas). Nors. 
vienas mažai žinomas matematikas graudžiai skundėsi, kad Leib- 
nicas nepaminėjo ir jo, visgi prognozė pasitvirtino — buvo atsiųs- 
ti tik trys sprendimai, kurių pirmasis priklausė Liopitaliui (1661— 
1704), antrasis — Jakobui Bernuliui (1654—1705), o trečiasis be 
parašo buvo paskelbtas anglų žurnale. Bet Johanas Bernulis išsyk 
pažino anonimą — tik vienas žmogus Anglijoje galėjo taip pui- 
kiai išspręsti uždavinį. Skaitytojas, aišku, atspėjo, kad tai buvo 
Izaokas Niutonas, kuris tuo metu metė matematinius tyrimus ir 
tapo pinigų kalyklos saugotoju. Kaip rašė pats Bernulis, jis atpa- 
žino Niutoną, kaip liūtą atpažįsta iš nagų. 

Ir tikrai uždavinys buvo vertas, kad jį spręstų didžiausieji 
matematikai. Juk jame kalbama ne apie kelių kintamųjų funkci- 
jos ekstremumus, bet apie funkciją, kurios argumento reikšmės — 
kreivės. Ypač puikų sprendimą pasiūlė Jakobas Bernulis. Jis su- 
formulavo principą, kuris ir vėliau tiko panašios rūšies uždavi- 
niams: jei kuri nors kreivė turi maksimumo arba minimumo sa- 
vybe, tai ir kiekviena be galo maža jos dalis turi tą pačią savybę. 

Tarp uždavinių, kuriuos galima spręsti naujais metodais, buvo 
ir toks: rasti žinomo ilgio l uždarą kreive, ribojančią didžiausią 
plotą. Atspėti atsakymą nebuvo sunku, nes žinoma, kad iš n-kam- 
piu šią savybę turi taisyklingasis n-kampis, be to, didėjant л, plo- 
tas didėja. Todėl natūralu manyti, kad ieškomoji kreivė yra ap- 
skritimas. Elementariai įrodytą šį teiginį skaitytojas gali rasti 
H. Rademacherio ir O. Teplico knygoje „Skaičiai ir figūros“ !. 

Daug uždavinių maksimumo ir minimumo savybes turin- 
čioms kreivėms rasti išsprendė Leonardas Oileris, išleidęs šiais 
klausimais atskirą knygą. Jis parodė, kaip tokie klausimai siejasi 
su tamprių strypų ir plokštelių formos nustatymu. Juk išlinkio 
forma yra stabili, kai sistemos potencinė energija minimali. Todėl 
pakanka išreikšti išlenkto tampriojo kūno potencinę energiją, kad 
galima būtų duotąjį uždavinį pakeisti uždaviniu ekstremalių sa- 
vybių kreivėms arba paviršiams ieškoti. 

Naujasis skaičiavimas pasirodė gana naudingas ir geomet- 
rams. Kai buvo išvesta erdvinės kreivės ilgio formulė, iškilo užda- 
vinys: iš visų kreivių, priklausančių paviršiui ir jungiančių du jo 
taškus A ir B, išrinkti trumpiausią. Pavyzdžiui, plokštumoje to- 
kia linija yra atkarpa AB, о sferoje — diametraliojo pjūvio? lan- 

1 радемахер Г. Теплиц O. Числа и фигуры. 

2 Diametraliuoju pjūviu vadinama kreivė, kuria sierą kerta plokštuma, ei- 
nanti per jos centrą, pavyzdžiui meridianai ir pusiaujas. 
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kas, jungiantis taškus A ir B. Kai pavir- 
šius sudėtingesnis (pavyzdžiui, sukimosi 
elipsoidas), uždavinio sprendimas buvo 
nežinomas. O tokių trumpiausių linijų rei- 
kėjo kartografiams ir geodezininkams. Ne 
veltui jos šiandien vadinamos paviršiaus 
geodezinėmis kreivėmis. Įdomų rezultatą 
apie sukimosi paviršiaus geodezines krei- 
ves gavo prancūzų geometras Aleksis Kle- 
ro. 1729 m. jis įrodė, kad išilgai tokių geo- 
dezinių kreivių atstumo nuo sukimosi“ 
ašies ir kosinuso kampo, kurį sudaro geo- 
dezinė kreivė ir lygiagretė, sandauga yra 
pastovi (59 pav.). Nuostabiausia, kad šį 
rezultatą gavo ne nusipelnęs mokslinin- 
kas, o šešiolikmetis jaunuolis. Po dviejų 
in metų Klero buvo išrinktas Paryžiaus 
: Mokslų Akademijos nariu. Tai atvejis, ne- 
turintis precedento istorijoje. Iki to laiko : 
jis jau šešerius metus domėjosi matematiniais tyrimais — pirmuo- 
sius rezultatus Klero gavo, būdamas dvylikos su puse metų, ir. 
Paryžiaus akademikai patikėjo berniuko autoryste tik po to, kai 
jis sėkmingai atsakė į visus pateiktus klausimus. 

Bendrą metodą kreivių ekstremalioms savybėms ieškoti sukūrė 
Lagranžas. Spresdamas tokius uždavinius, jis sugalvojo dife- 
rencialo sąvokos analogą, kurį pavadino variacija — kreivė apie 
kurį nors tašką nežymiai pakeičiama (varijuojama) ir žiūrima, 
kiek pakito nuo šios kreivės priklausantis nagrinėjamas dydis. 
Ekstremalia savybe pasižyminčios kreivės variacijos lygios nuliui, 
panašiai, kaip lygus nuliui diferencialas funkcijos ekstremumo 
taškuose. Lagranžo metodas buvo pavadintas variaciniu skaičia- 
vimu. Šiuo metodu gaunamos lygtys paprastai yra sudėtingos, 
ir todėl variacinis skaičiavimas visais laikais buvo neįveikiama 
kliūtis studentams. Šia proga verta prisiminti istoriją, kurią papa- 
sakojo akademikas Aleksejus Krylovas (1863—1945). 

20-ују metų pradžioje mūsų Tėvynės laivyno padėtis po kele- 
rių karo metų buvo sunki. Teko pirkti laivus užsienyje. Krylovas 
buvo komisijos, kuri vadovavo šiems pirkimams, narys. Kartą jis 
turėjo nuspręsti, kurioms užsienio firmoms užsakyti tankerių sta- 
tybą. Išnagrinėjęs vokiečių ir prancūzų firmų pasiūlymus, Krylo- 
vas pastebėjo, kad prancūzų įmonininkas nesuderino duomenų ir 
todėl, norėdamas įvykdyti užduotį, bus priverstas pastatyti laivą, 
kurio keliamoji galia 1200 t didesnė negu planuota. 

Kai buvo pasirašyta sutartis su prancūzų firma, tarp A. Kry- 
lovo ir firmos vyriausiojo inžinieriaus Rožė įvyko toks pokalbis: 

— Ar įsipareigoja firma įvykdyti visas laiške nurodytas tech- 
nines užduotis? — paklausė A. Krylovas. 

— Savaime aišku, — atsakė Rožė. 


— Kodėl laivo matmenys tokie, kad, pilnai pakrauto 10:000 t 
kroviniu, jo metacentrinis aukštis yra 2,30 m, o ne 1,20 m, kaip 
numatyta sutartyje? 

— Jūsų pavardė Krylovas. Ar turite ką nors bendro su tuo 
.Krylovu, kurio supimo. teorijos mokėmės Laivų statybos institute, 
baigę Politechnikos mokyklą!? 

— Tai aš pats. 

— Tokiu atveju nesiginčiju. Jūs tikriausiai viską apgalvojote. 
Pasakykite, ką reikia pakeisti variante. 

Krylovas parodė sąsiuvinį, kuriame buvo surašyti keli varian- 
tai, ir pasiūlė pasirinkti bet kurį jų. Rožė galvojo tris dienas ir, 
vėl susitikęs Krylovą, pasakė: 

— Koks bebūtų variantas, gaunamas keliamosios galios per- 
teklius maždaug 1 200 t. 

— Man jis nereikalingas, svarbu,- kad metacentrinis aukštis 
būtų 1,20 m. Aš primygtinai nereikalauju pasirinkti kurį nors šių 
variantų, darykite, kitaip, tuomet aš galbūt gausiu dar didesnį 
keliamosios galios perteklių. Čia savotiškas variacinio skaičiavi- 
mo taikymas, o juk jį dėstė Politechnikos mokykloje. 

— Taip, bet mes niekada nesugebėjome jo suprasti, — liūdnai 
numykė Rožė. 

Turėdamas gilių matematinių žinių ir puikiai mokėdamas lai- 
vo teoriją, Krylovas sutaupė šaliai didelę pinigų sumą. 

Savotiški variaciniai uždaviniai sprendžiami, tiriant valdymo 
procesus. Čia galima paminėti lėktuvų, raketų, ekonominių siste- 
mų ir t. t. valdymą. Dažnai reikia kokią nors valdomos sistemos 
būseną pakeisti kita. Pavyzdžiui, kosminio laivo būseną apibrėžia 
jo padėtis erdvėje ir greičio vektorius. Kai reikia vieną kosminį 
laivą sujungti su kitu, įjungiamos borto raketos, kurios pakeičia 
laivo padėtį ir greitį. Tai galima padaryti įvairiais būdais. Iškyla 
uždavinys, kaip pakeisti laivo padėtį per trumpiausią laiką arba 
mažiausiai išeikvojant degalų. Tokius ekstremalius valdymo teo- 
rijos uždavinius nagrinėjo žymus tarybinis matematikas akade- 
mikas L. Pontriaginas (gimęs 1908 m.) ir jo mokiniai TSRS PMA 
narys korespondentas V. Boltianskis (gimęs 1925 m.), Gruzijos 
TSR MA tikrasis narys G. Gamkrelidzė (gimęs 1926 m.) ir TSRS 
MA narys korespondentas E. Miščenka (gimęs 1922 m.). L. Pon- 
triaginas sukūrė ypatingą tokio pobūdžio uždavinių sprendimo 
metodą, kuris pavadintas „„Pontriagino maksimumo principu“. Už 
šį laimėjimą minėtajai mokslininkų grupei 1962 m. paskirta Lenino 
premija. 


! Politechnikos mokykla — pagrindinė Prancūzijos mokymo įstaiga, ruo- 
šianti inžinierius. 


V SKYRIUS 


ORGANINIO AUGIMO IR PEREINAMOJO PROCESO 
DĖSNIAI 


1. Ūmus dauginimasis. Stebina į palankias sąlygas patekusių 
gyvūnų ir augalų dauginimosi greitis, kai jie beveik neturi natū- 
ralių priešų ir randa pakankamai maisto. Paleidus į laisvę Austra- 
lijoje pora triušių (anksčiau jie ten negyveno), po kiek laiko jų 
palikuonys tapo nacionaline nelaime. O kai vienas Pietų Amerikos 
mokslininkas paleido keletą jo išvestų afrikietiškų ir vietinių bi- 
čių hibridų, naujos veislės spiečiai pradėjo užimti vieną teritoriją 
po kitos, paplito beveik visoje Pietų Amerikoje ir šiandien prak- 
tiškai išstūmė anksčiau gyvenusių bičių rūšis. 

Norėdami suprasti, kodėl taip greitai daugėja palankiose sąly- 
gose gyvenančių gyvūnų, paskaičiuokime. Viena triušių pora per 
metus atveda 50 triušiukų. Jei visi išliktų gyvi, grubiai skaičiuo- 
jant, triušių kiekvienais metais padaugėtų 25 kartus (norėdami 
apskaičiuoti tiksliau, turime atsižvelgti į triušių gyvenimo trukmę 
ir į amžių, nuo kurio jie gali pradėti daugintis). Bet tuomet po 
dviejų metų jų padaugėtų 625 kartus, po 3 metų — 15 625 kartus 
ir t. t. Skaičių seka 1, 25, 625, 15625, ... didėja labai greitai — 
jau ро 5 metų būtų 255, t.y. daugiau negu devyni milijonai, porų, 
o dar po penkerių metų triušių būtų bilijonai. Dar sparčiau didėtų 
aguonų kiekis, jei iš kiekvieno grūdelio išaugtų naujas augalas. 
Vienoje galvutėje yra maždaug 3000 aguonos grūdelių, 
vadinasi, po 5 metų vieno augalo palikuonių būtų 30005= 
:243 000 000 000 000 000 — tai apytiksliai po 2000 augalų kiekviena- 
me sausumos metre, įskaitant Sacharos ir Karakumų smėlio 
dykumas bei Grenlandijos ir Antarktidos ledynus. O kambarinių 
musių dauginimosi greitis palankiomis sąlygomis sunkiai įsivaiz- 
duojamas. Tarkime, kad musė padeda 200 kiaušinėlių ir per vasarą 
atsiranda 7 kartos. Tuomet per vieną vasarą privistų daugiau negu 
800 000 000 000 000 musių. Jos svertų kelias dešimtis milijonų to- 
nų ir, išrikiuotos tiesėje, užimtų 1500 mln. km ilgio atkarpą, o 
tai 10 kartų daugiau už atstumą nuo Žemės iki Saulės. Vienos 
musės poros dviejų metų palikuonys svertų daugiau negu Žemės 
rutulys. 

Suprantama, tikrovėje nėra tokio stulbinančio augimo — bet 
kurioje gyvūnų arba augalų bendrijoje (moksliškai tariant, bio- 
geocenozéje) po tam tikro laiko nusistovi dinaminė pusiausvyra, 
ir kokios nors rūšies skaičiaus augimas nulemia, pirma, maisto 
atsargų, tenkančių vienam individui, sumažėjimą, o antra,— dau- 
ginimąsi kitų rūšių, kurios maitinasi duotosios rūšies atstovais. 
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Todėl po tam tikro laiko vėl viskas būna pusiausvira. Ir tik tada, 
kai į jau susiformavusią bendriją įsijungia naujas narys, neturin- 
tis priešų (pavyzdžiui, Australijoje praktiškai nebuvo didelių plėš- 
rūnų, kurie galėtų medžioti triušius), ateivis gali gana greitai 
daugintis. 

2. Geometrinė progresija. Skaičiai 1, 25, 625, 15625, ... , ku- 
riuos gavome, pradėję skaičiuoti triušių poras, sudaro seką. Kiek- 
vienas jos narys 25 kartus didesnis už prieš jį esantį. Tokia seka 
vadinama geometrine progresija, o skaičius, parodantis, kiek kar- 
tų kiekvienas narys didesnis už prieš jį esantį, — progresijos var- 
dikliu arba (biologijoje ir fizikoje) dauginimosi koeficientu. 

. Geometrinė progresija pirmą kartą sutinkama egiptiečių papi- 
ruse, parašytame daugiau kaip prieš 4000 metų. Jame pateiktas 
toks uždavinys: 


„Kopėčios namas 7 
katė 49 
pelė 343 
miežiai 2401 
matas 16807 iš viso 19 607“. 


Manome, jis buvo skaitomas taip: „7 namuose gyvena po 7 
kates, kiekviena katė suėda po 7 peles, kiekviena pelė suėda po 
7 miežių varpas, iš kiekvienos varpos išauga grūdų derlius, lygus 
7 duonos matams. Kiek daiktų yra iš viso?“ Ir nors šis uždavinys 
neturėjo praktinės prasmės (iš tiesų kokia prasmė sudėti namus 
su pelėmis, o kates su miežiais?), miežių kiekis, kurį išgelbėjo 
tik 49 katės, paaiškina, kodėl prijaukintą katę egiptiečiai laikė 
šventu gyvuliu, už kurio nužudymą baudžiama mirties bausme. 

Įdomu, kad knygose, parašytose keliais tūkstančiais metų vė- 
liau, irgi yra panašių uždavinių su tuo pačiu „šventu“ skaičiumi 
7. Pavyzdžiui, knygoje „Liber Abaci“, kurią XIII a. pradžioje pa- 
rašė Leonardas Pizietis, yra uždavinys apie 7 senes, einančias į 
Romą: kiekviena jų vedasi po 7 mulus, ant kiekvieno mulo, pakabin- 
ta po 7 maišus, kiekviename maiše yra po 7 duonos kepalus, į 
kiekvieną kepalą įbesta po 7 peilius, o kiekvienas peilis turi po 7 
makštis. Vėl reikia rasti bendrą daiktų skaičių. 

Greitas geometrinės progresijos narių augimas, kai progresi- 


„jos vardiklis didesnis už 1, buvo pastebėtas seniai. Labai popu- 


liari legenda apie dovaną už šachmatų išradimą. Ši legenda pir- 
mą kartą sutinkama XI a. arabų mokslininko al Birunijaus knygo- 
je ir skamba taip: už pirmąjį šachmatų lentos langelį išradėjas. 
pareikalavo iš karaliaus vieno kviečio grūdo, už antrąjį — dviejų 
grūdų, už trečiąjį — 4 grūdų, už ketvirtąjį — 8 grūdų ir t. t. No- 
rėdami apskaičiuoti, kiek jis Е kviečių, turime sudėti 
geometrinės progresijos 1, 2, 8, 2% narius. Ši suma lygi 
294—1,t. y. 18 446 744 073 709. 551 615. Net jei užsėtume kvie- 
čiais visą sausumą, ir tai nepavyktų surinkti tiek grūdų. Toks 
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derlius tilptų 12 000 km? tūrio svirne. 4 m aukščio svirne jis užim- 
tų 3000 000 kmž plotą, t. y. maždaug septintąją TSRS dalį. 

3. Nuo sudėtinių procentų. iki rodiklinės funkcijos. Jau seno- 
vėje paplito palūkininkystė — pinigų skolinimas už procentus. Ne- 
derliaus ištiktas valstietis, amatininkas, kurio turtą sunaikino 
gaisras, nusigyvenęs smulkus prekybininkas būdavo priverstas eiti 
pas palūkininką, kuriam pažadėdavo kitais metais grąžinti sumą, 
gerokai didesnę už paskolintąją. Pavyzdžiui, Senovės Babilone 
palūkininkai imdavo po 20% palūkanų per metus. Be to, negrąži- 
nusiam skolos kitais metais tekdavo mokėti procentus ne tik nuo 
paskolos, bet ir nuo procentų, išaugusių per metus. Todėl po dvie- 
jų metų reikėdavo mokėti ne 4095, o 44% palūkanų, nes 1,22= 1,44. 
Per penkis metus skolos suma padidėdavo 1,25, t. y. beveik 2,5 
karto, o per 10 metų — daugiau negu 6 kartus. Suprantama, dau- 
guma skolininkų pasidarydavo nepajėgūs ir, seniai išmokėję - pa- 
grindinę skolos sumą, būdavo priversti visą gyvenimą dirbti, kad 
išmokėtų augančius procentus. Galiausiai jie tapdavo plėšriojo 
palūkininko vergais. 

XIV—XV a. Vakarų Europoje atsirado bankai — įstaigos, ku- 
rios skolino už palūkanas pinigus kunigaikščiams ir pirkliams, už 
didelius procentus finansavo tolimas keliones ir grobikiškus žy- 
gius. Norint palengvinti sudėtinių už paskolą imamų procentų 
apskaičiavimą, buvo sudarytos lentelės, iš kurių galima sužinoti, 
kokią sumą reikės sumokėti po п metų, kai per metus už paskolą, 
lygią a, imama p 95 palūkanų. Nesunku rasti, kad tokiu atveju 
reikės išmokėti sumą, kuri išreiškiama formule 

p n 
s=a(1+ s) - 


Kai p pastovus, tai (1+ V yra dydžio п funkcija, be to, n — 


laipsnio rodiklyje. Kitaip tariant, tokiose lentelėse buvo surašytos 
rodiklinės funkcijos reikšmės, atitinkančios įvairias pagrindo 
p 


reikšmes (ivairias 1+ 109 reikšmes, ir natürines n reikšmes. 


Pastarasis apribojimas nebuvo itin patogus: kartais pinigus 
skolindavosi ne sveikam metų skaičiui, o, pavyzdžiui, 2 metams 
ir 6 mėnesiams. Nenorėdami komplikuoti reikalo, galėtume pasi- 
naudoti tiesine interpoliacija, t. y. imtume skolos už 2 metus ir 
už 3 metus aritmetinį vidurkį. Tačiau toks uždavinio sprendimas 
yra apytikslis. Norėdami jį patikslinti, turėtume samprotauti ši- 
taip: jei po 2,5 metų suma a pasikeičia į aq, tai dar po 2,5 metų 
ji padidėja dar q kartų ir pasidaro lygi ag?. Bet po 5 metų suma 
a turi padidėti iki a (1+ LJ ‚ Todél @= (1+ 52, 


5 dinasi 
100 55) p E, 


5 : І К 
а= V (14 5) „ Kadangi skolos sumą po 2,5 metų natūralu 
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pažymėti a( 14: 5) 25, gauname lygybę (1+ i) = 
= V (1+ ux). Analogiškai samprotaudami, gautume, kad aps- 
kritai ( 1+ 5 )*=}/ (1+ ү)" 


Taip gimė laipsnio su trupmeniniu rodikliu idėja. Verta pa- 
minėti, kad Archimedas viename savo darbe rašė, jog dviejų ru- 
tulių tūrių santykis lygus jų paviršių santykiui, pakeltam 3/2 


laipsniu: 
у (51) 
V; 45] " 


Bet Archimedo idėjos nesuprato jo amžininkai. Tik po pusantro 
tūkstančio metų Oresmas pradėjo nagrinėti skaičių kėlimą laips- 
niu, kurio rodiklis trupmeninis, ir pritaikė šiam laipsniui taisyk- 
tes, iki tol žinomas tik natūriniam rodikliui. Šimtu metų vėliau 
gyvenęs prancūzų matematikas Siuké sprendė tokį uždavinį: inde 


yra kiaurymė, iš kurios per parą išteka 10 vandens. Per kiek lai- 
ko ištekės pusė vandens? 
Spręsdami šį uždavinį, gauname lygtį O = Y , kurios 


Saknis.— iracionalusis skaičius. Siuké laikais iracionalieji skaičiai 
buvo nežinomi, todėl apsiribota apytiksle laipsnio rodiklio reikš- 
31441 

dcc 531441 ` 

ee m laipsnių lenteles, Oresmas ir Šiūkė, o taip pat 
XVI a. gyvenęs vokiečių matematikas Michaelis Štifelis (1486— 
1567) pastebéjo, kad, dauginant skaičius, rodikliai sudedami. To- 
liau plėtojant šias taisykles, buvo sukurtos logaritmų ir antilo- 
garitmų lentelės, t. y. nagrinėjama rodiklinė funkcija, imant pa- 
kankamai daug jos argumento reikšmių. Trūko tik vieno žings- 
nio, kol atsirado laipsniai su bet kokiu realiuoju rodikliu. Šį 
žingsnį XVII a. pabaigoje žengė Izaokas Niutonas. Po to Joha- 
nas Bernulis išnagrinėjo laipsnius su kintamu realiuoju rodikliu, 
t.y. įvedė rodiklinę funkciją. 

4. Radioaktyvusis skilimas. Rodiklinė funkcija y=a* pasitai- 
ko įvairiose mokslo srityse — fizikoje, chemijoje, biologijoje, eko- 
nomikoje. Panagrinėkime vieną svarbiausių fizikinių reiškinių, 
kurį apibūdina $i funkcija,— radioaktyvųjį skilimą. Kai Bekere- 
lio ir sutuoktinių Kiuri bandymais buvo atrastas radioaktyvumas, 
iškilo klausimas, koks yra atomų skilimo dėsnis. Paaiškėjo, kad 
per laiko vienetą suskylančios medžiagos kiekis visada propor- 
cingas buvusiam medžiagos kiekiui. Kitaip tariant, per tam tikrą 
laiko tarpą visada suskyla ta pati esamo atomų kiekio dalis. 

Laiko tarpą, per kurį suskyla visų atomų pusė, fizikai pava- 
dino medžiagos skilimo pusamžiu. Sis rodiklis įvairių medžiagų 
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yra skirtingas: urano-238 skilimo pusamžis lygus 4,5 mlrd. metų, 
radžio — 1620 metų, o polonio-84 — tik 1,5-10-4 s. 
Medžiagos, kurios skilimo pusamžis lygus T, po laiko tarpo 


nT lieka (z] oii dalis. Kitaip tariant, jei i$ pradžių medžiagos 
kiekis buvo lygus M, tai, praėjus laikui f—nT, jo liks а , ly. 


M (3)F . Formulė 


112 
m-M (5r (1) 
teisinga ne tik su і reikšmėmis, kartotinémis T, bet ir su bet 
kokiomis + reikšmėmis — trupmeninémis ir iracionaliosiomis, tei- 


giamomis ir neigiamomis (neigiamos £ reikšmės rodo, kad nori- 
me nustatyti, koks buvo medžiagos kiekis prieš kurį nors laiką 
iki stebėjimo pradžios). 

Iš (1) formulės matyti, kad per 1620 000 metų, t. y. per tūks- 
tantį radžio skilimo pusamžių, jo kiekis sumažėja 2199, arba dau- 
giau kaip 1090, kartų (verta prisiminti, kad 2!9=1024= 1000 = 
=103). Net jei visą Galaktiką sudarytų tik radžio atomai, jų skai- 
čius visvien būtų nepalyginamai mažesnis už 1030, ir todėl per 
1 620 000 metų visas radis suskiltų. Bet iš to nereikia daryti 
išvados, kad Galaktikos amžius mažesnis negu pusantro milijo- 
no metų — jis skaičiuojamas milijardais metų. Taip yra todėl, 
kad radis visą laiką atsiranda, skylant uranui-238, o per visą Že- 
mės amžių urano kiekis sumažėjo tik du kartus. 

5. Vienas žmogus sulaiko laivą. Žiulio Verno romano ,,Mati- 
jas Šandoras“ herojus stipruolis Matifu atlieka daug žygdarbių, 
tarp kurių yra toks. 

Ruošiamasi nuleisti į vandenį trabakolą !. Tuo metu, Каі iš 
po laivo kilio pradedami išmušinėti pleištai, laikę laivą nuleidimo 
takelyje, į uostą įskrieja puošni jachta. Nuleidžiamo laivo ir plau- 
kiančios pro šalį jachtos susidūrimas neišvengiamas. 
trabakolo pirmgalyje kabantį trosą. Bet veltui stengiasi, įsispyręs 
kojomis į žemę, išlaikyti tą trosą rankose. Trabakolas tempia drą- 
:suolj. Netoliese stovi įkastas į žemę geležinis stulpas. Akies mirks- 
niu Žmogus užmeta ant jo lyną, kuris pradeda išsivynioti, o pats, 
rizikuodamas patekti po juo ir būti sutraiškytas, antžmogiška 
jėga jį sulaiko. Tai tęsiasi dešimt sekundžių. 

Trosas trūko. Bet tų dešimties sekundžių pakako: trabako- 
las... pasinėrė į užutekio vandenis, susiūbavo, pakildamas čia 
priekiu, čia galu, ir, pasukęs į kanalą, praėjo vos per pėdą nuo 
jachtos laivagalio... 

Jachta buvo išgelbėta.“ 


1 Trzbakolas — nedidelis laivas su trapecinės formos burėmis. 
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Skaitytojas, aišku, atspėjo, kad nežinomasis, išgelbėjęs jach- 
tą, buvo stipruolis Matifu. Bet ar reikėjo nežmoniškos jėgos, no- 
rint sulaikyti laivą? 

Panagrinėkime, kaip pririšamas laivas. Iš laivo į prieplauką 
numetamas lynas, kurio gale padaryta plati kilpa. Prieplaukoje 
stovintis žmogus užmauna šią kilpą ant stulpo, o jūreivis laive 
sukloja lyną tarp knechtų — nedidelių stulpelių, įtvirtintų laivo 
borte. Trinties jėga tarp lynų ir knechtų sustabdo laivą. Papras- 
tai jūreivis, apvyniojęs lyną kelis kartus apie knechtus, laisvąjį 
galą tiesiog prispaudžia koja prie denio. 

Tarkime, kad, vieną kartą apvyniojus. lyną apie stulpą, jė- 
ga Fo veikianti vieną lyno galą, atsveria A kartų didesnę jėgą, 
veikiančią kitą lyno galą. Nesunku suvokti, kad, dar kartą ap- 
vyniojus lyną, atsveriamoji jėga padidės dar k kartų ir bus А2 
kartų didesnė už Fo. 

Apskritai lynu, prisiglaudžiančiu prie stulpo pagal B radia- 


nų lanką, galima išlaikyti jėgą, kuri už Fg didesnė k“ = kartų. 
32x 
Kanapinio lyno ir medinio stulpo atveju k= 175, Apvynioje lyną 
ex 
aplink stulpą tris kartus, jėgą padidiname 2175 241800 kartų. 
Vadinasi, 40 t atsverti pakanka 22 kG jėgos. Tai nesunkiai gali 
padaryti vienas žmogus. 

Aprašytąjį reiškinį panaudojame kasdien, užrišdami batų raiš- 
telius, virvių mazgus ir t.t. Mazgas — tai virvė, apvyniota apie 
kitą virvę, todėl jis tuo stipresnis, kuo daugiau kartų viena vir- 
vės dalis persipina su kita. 


6. Skaičius e. Skaičiai 2 ir + visai natūraliai atrodo Каір: 


fizikos dėsnius išreiškiančių rodiklinių funkcijų pagrindas, bet, 
teoriškai tiriant, parankiau imti kitą pagrindą — ypatingą skai- 
čių, įvestą Oilerio ir žymimą raide e. Šis skaičius apibrėžiamas 
taip. 

Nubraižykime keletą funkcijos y=a* grafikų, parinkę įvairias 
pagrindo a reikšmes. Kuo didesnis 
šis pagrindas, tuo stačiau kyla aukš- 
tyn grafikas (60 pav.). Visi nubrai- 
žytieji grafikai kerta ordinačių ašį 
taške (0; 1). Kampas, kurį sudaro 
ordinačių ašis ir funkcijos y=2* 
grafikas, apytiksliai lygus 55°, o kam- 
pas tarp kreivės y=3* ir ordinačių 
ašies yra maždaug 42°. Todėl, toly- 
džiai didėjant pagrindui a nuo 2 iki 
3, kampas, kurį sudaro ordinačių ašis 
ir rodiklinės funkcijos grafikas, ma- 
žėja nuo 55? iki 42°. Vadinasi, esant 
tam tikrai pagrindo a reikšmei, tas 


kampas lygus 45°. Si a reikšmė ir vadinama skaičiumi e. Taigi e 
yra tarp skaičių 2 ir 3. Tikslesnis skaičiavimas rodo, kad e lygus 
2,71828... Skaičius e yra iracionalus. Dar daugiau, jis yra trans- 
cendentinis, t. y. netenkina nė vienos algebrinės lygties, kurios 
koeficientai — sveikieji skaičiai. 

Logaritmai, kurių pagrindas lygus e, vadinami natūriniais lo- 
garitmais ir žymimi In x. Taigi užrašas y=1n x reiškia, kad x— ev. 

7. Lynas, vienodai atsparus trūkiui. Šiandien daugelį jūrų ir 
vandenynų vagoja tiriamieji laivai. Iš anksto numatytose vietose 
jie sustoja ir nuleidžia į vandenį lyną, prie kurio galo prikabinti 
prietaisai. Jie nugramzdinami dugnan, o paskui iškeliami į viršų 
ir užrašomi parodymai. Bet kartais atsitinka liūdnas įvykis — 
lynas trūksta ir visi vertingi prietaisai palaidojami jūros dugne. 

Atrodytų, kad šios nelaimės galėtume išvengti, pagaminę sto- 
resnį lyną. Bet tuomet atsiranda naujas sunkumas — viršutinės. 
lyno dalys turi išlaikyti ne tik nuleidžiamus prietaisus, bet ir pa- 
ties lyno apatinę dalį. Taigi pastorinto lyno viršutinei daliai tenka 
per daug didelė apkrova. 

Todėl apatinę lyno dalį tikslinga daryti plonesnę negu viršu- 
tine. Kyla klausimas: kaip turi kisti lyno storis, kad bet kurio 
jo pjūvio vienam kvadratiniam centimetrui tektų vienoda ap- 
krova? 

Ištyrus nustatyta, kad lyno pjūvio plotas turi kisti pagal 
dėsnį: | | . 

(y— 1) Sox 
S-—Sye P М 


čia S) — apatinio pjūvio plotas, S — pjūvio, nutolusio atstumu x 
nuo apatinio pjūvio, plotas, y — specifinis medžiagos, iš kurios 
pagamintas lynas, svoris, P — vandenyje panardinto krovinio- 
svoris (formulėje vietoj y parašėme y — 1, nes ir vandenyje pa- 
nardinto lyno medžiagos svoris mažėja pagal Archimedo dėsnį). 

Toks lynas vadinamas lynu, vienodai atspariu trūkiui. Jo ma- 
sė mažesnė negu tai pačiai apkrovai apskaičiuoto vienodo pjūvio 
"lyno masė. | 

8. Organinio augimo diferencialinė lygtis. Dydžio, kuris kinta 
pagal rodiklinį dėsnį y=y0a', vidutinis greitis per bet kurį fik- 
suotą laiko tarpą proporcingas dydžio reikšmei, atitinkančiai šio 
intervalo pradžią (beje, jis proporcingas ir intervalo pabaigą, ir 
intervalo vidurį atitinkančiai dydžio reikšmei, tik proporcingumo 
koeficientas kitas). Iš tiesų vidutinis greitis per laiko tarpą [/; 
t+h] išreiškiamas taip: 

y(t-h)—y(i) | yoat*^ —yoaà! | a^—l 
ambe una cT RR iE QE уой. 


Bet yoat іг уга dydžio reikšmė intervalo pradžioje, todėl ота= Аһу; 
čia khas 2—1. | 
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Proporcingumo koeficientas £j; priklauso nuo parinkto laiko 
tarpo h, ir nė viena A reikšmė nėra išskirtinė. Natüraliausia nag- 
rinėti ne vidutinį, o momentinį greitį, t. y. vidutinio greičio ribą, 
kai А artėja prie nulio. Tuomet koeficientas Аһ artės prie tam 
tikros ribinės reikšmės, kurią pažymėkime k. Taigi pagal rodik- 
linį dėsnį у = уоа* kintantiems dydžiams galioja lygybė Umom= ky, 
kurios &—lim = . Bet dydžio kitimo momentinis greitis уга 

h>0 | 

išvestinė: YUmom=/“. Todėl gautąjį dėsnį galima parašyti taip: 
y =ky. (1) 

Kitaip tariant, dydžiai, kintantys pagal rodiklinį dėsnį, tenkina | 

(1) dijerencialinę lygtį. Galima įrodyti ir atvirkštinį teiginį — 

visi (1) diferencialinės lygties sprendiniai išreiškiami formule 

у= да!; čia а ir k susieti sąryšiu 

a^—] 

Et 


k=lim 
h-0 


à Р ; һр 
Dabar įrodysime, kad lim = =1па. Prisiminkime, kad pa- 


gal skaičiaus e apibrėžimą funkcijos у=е* grafiko. liestinės, nu- 
brėžtos per tašką M (0; 1), krypties koeficientas lygus 1. Antra 
vertus, jis lygus funkcijos y—e' išvestinės reikšmei taške +=0. 


Todėl (e)'i2o—1. Bet “= — funkcijos y=e! vidutinis kitimo 


greitis, atitinkantis laiko tarpą [0; А], o lim E — šio kitimo 


momentinis greitis taške £=0, t.y. (е). Taigi įrodėme, kad 


AL. . Li LER . H 
lim £ nm 1 2]. Dabar jau nesunku jsitikinti, kad 
h-0 
x hl. 29 hilha 
k=lim 1 ит E In a- in a. 
mo ^ nao hlna 


Kadangi Ё=1па, tai a—e* ir a!—e*t, 

Todėl rodiklinis kitimo dėsnis užrašomas taip: y-—goe^t. Nu- 
statėme, kad jis galioja, kai dydžio kitimo momentinis greitis 
proporcingas dydžio reikšmei, be to, proporcingumo koeficientas 
lygus k. Toks proporcingumas sutinkamas biologijoje, todėl va- 
dinamas organinio augimo dėsniu. 

Pagal šį dėsnį kinta ne tik gyvų organizmų, bet ir moksli- 
nių straipsnių skaičius. Engelsas rašė: „Bet mokslas auga, bent 
jau tokiu greičiu, kaip ir gyventojų skaičius; gyventojų skaičius 
auga proporcingai paskutinės kartos skaičiui, mokslas juda pir- 
myn proporcingai žinioms, paveldėtoms iš ankstesnės kartos, 
vadinasi, mokslas paprasčiausiomis sąlygomis irgi auga geomet- 
rine progresija“ !. 


_1 Энгельс Ф. Наброски к критике политической экономии, — Маркс K. 
и Энгельс Ф. Сочинения. — T. 1., с. 568. ` | | 
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(1) lygties koeficientas k dažniausiai turi natūralią fizikinę 
prasmę. Pavyzdžiui, radioaktyviojo skilimo atveju dydis kdt pa- 
rodo, kokia atomų dalis suskilo per nykstantį laiko tarpą [/; t+ 
+dt]. Aišku, kuo didesnė k reikšmė, tuo greičiau suskyla atomai, 
tuo trumpesnė jų gyvavimo trukmė. Iš čia matyti, kad vidutinė 
atomų gyvavimo trukmė atvirkščiai proporcinga k. Iš tikrųjų. 
skaičiavimai rodo, kad ji lygi +. Vadinasi, jei yra tam tikras. 
radioaktyvios medžiagos atomų kiekis, tai, sudėję visų atomų 
gyvavimo trukmę ir gautąją sumą padaliję iš atomų skaičiaus,. 


dalmens gausime x 


Toks atsakymas atrodo keistas: radioaktyvios medžiagos ato- 
mų vidutinė gyvavimo trukmė nepriklauso nuo atskaitos pradžios. 
Kitaip tariant, kai susidarė Žemės rutulys, nuo tų laikų likusio 
urano gabalo atomų vidutinė gyvavimo trukmė nepakito per pra- 
bėgusius milijardus metų. Ir visgi taip yra iš tikrųjų. Mat šis 
urano gabalas — didelio gabalo liekana, kurios dalis per tą laiką 
suskilo, o likę atomai „neatsimena praeities“. Taigi jų skilimo 
kiekvienu momentu £ tikimybė nepriklauso nuo to, kiek laiko: 
atomai egzistavo iki šiol. 

Taip pat galime tiksliau užrašyti ir lyno trinties į stulpą dės- 
пі (žr. p. 89). Kai lyno trinties į stulpą koeficentas lygus k, 
o ф — lanko, išilgai kurio lynas liečia stulpą, didumas (radia- 
nais), tai F= Fgek9, 

9. Šakotinės grandininės reakcijos. Vargu ar sutiksime šian- 
dien žmogų, kuris būtų negirdėjęs apie grandinines reakcijas — 
netgi sporto komentaruose kartais minima komandos nesėkmių 
grandininė reakcija. Tokias reakcijas chemikai tyrinėja jau kelias. 
dešimtis metų. Iš pradžių jie nagrinėjo tik ne$akotines grandi- 
nines reakcijas, kurių pabaigoje vėl atsiranda reakciją sukėlęs. 
jonas arba laisvasis radikalas, galintis dar kartą sužadinti tą 
pačią reakciją, po to dar ir dar kartą, kol jis pasišalina iš indo,. 
kuriame vyksta reakcija, arba susijungia su kitu tokiu pat jonu 
ir iš ramybės drumstėjo virsta ramia molekule. 

20-ųjų metų pabaigoje jaunas tarybinis chemikas Nikolajus 
Semionovas, kuris tuomet dar nebuvo nei akademikas, nei dauge- 
lio premijų laureatas (tarp jų Lenino ir Nobelio), atrado naujos: 
rūšies grandinines reakcijas. Šių reakcijų kiekvieno etapo pabai- 
goje atsirasdavo keli reakciją sukėlę jonai arba laisvieji radikalai. 
Beje, jų užtektų ir dviejų, kad ramybės drumstėjų pradėtų dau- 
gėti, panašiai kaip didėja grūdų skaičius šachmatų lentoje. Ka- 
dangi kiekvieno reakcijos etapo metu išsiskiria energija, tai ne- 
trukus šis procesas pasidaro toks audringas, kad įvyksta nedi- 
delis sprogimas. N. Semionovas paaiškino daugelį šių reakcijų 
dėsningumų, pavyzdžiui tai, kad esti mažiausias indo tūris ir 
mažiausias slėgis inde, be kurių reakcija nevyksta. Mat dalis: 
atsiradusių jonų arba laisvųjų radikalų kaupiasi ant indo sie-- 
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nelių, ir reikia, kad likusiųjų skaičius būtų pakankamai didelis. 
Tai garantuoja pakankamai dideli indo matmenys ir slėgis. 

N. Semionovo darbai iš šakotinių grandininių reakcijų teori- 
jos pasidarė parankine chemikų knyga. Bet gana greitai jais su- 
sidomėjo ir atomo branduolio specialistai. Grandininės reakcijos 
buvo tas raktas, kuriuo žmonija atrakino sandėlius su neišse- 
miamomis branduolinės energijos atsargomis. 1938 m. nustatyta, 
jog urano atomo branduolys skyla į dvi dalis, kai į jį pataiko 
neutronas, be to, dar emituojami nauji neutronai. Paaiškėjo, kad 
tam tikromis sąlygomis naujai atsirandančių neutronų yra dau- 
giau negu skilimą sukėlusių neutronų, todėl prasideda branduo- 
Tių skilimo grandininė reakcija ir išsiskiria milžiniškas energijos 
kiekis, t. y. įvyksta atominis sprogimas. 

Tokia proceso eiga netinka, kai norime panaudoti atominę 
energiją taikiems tikslams,— energija turi išsiskirti tolygiai ir 
maždaug tokiu greičiu, kuris tiktų praktiniam panaudojimui. Tai 
galima pasiekti, turint galvoje, kad ne visi neutronai sukelia 
urano branduolių skilimą — kai kurie jų pasišalina iš sistemos, 
kai kuriuos pagauna priemaišų atomai, o šie pagautieji neutro- 
nai nesukelia branduolių skilimo. Įkišdami ir ištraukdami stry- 
pus, pagamintus iš medžiagos, intensyviai gaudančios neutronus, 
galime reguliuoti procesą norima linkme. 

Tačiau, norėdami valdyti neutronų dauginimosi procesą, turi- 
me ištirti jo dėsningumus. Grubiai tariant, šis procesas vyksta 
. taip. Per nykstantį laiko tarpą df kiekvienas neutronas, kurio 
greitis lygus о, nuskrieja kelia vdi. Šiame kelyje jis gali susi- 
durti su urano branduoliais, kurių centras priklauso spindulio 
R ritiniui; čia R — urano branduolio spindulys. Ritinio tūris ly- 
gus rRžudt. Tarkime, tūrio vienete уга N urano branduolių, o 
tikimybė, kad branduolys, susidūręs su neutronu, skyla, lygi о. 
Tuomet vienam neutronui tenkantis skilimų skaičius per laiką 
dt lygus NanR?udt, o bendras skilimų skaičius — NanRžundi; čia 
n — neutronų skaičius visame tūryje. 

Tarkime, kad kiekvieno skilimo metu išspinduliuojama v neut- 
ronų ir vienas neutronas absorbuojamas. Tuomet po kiekvieno ski- 
limo jų padaugėja v—1, todėl neutronų skaičiaus pokytis, sukel- 
tas branduolių skilimo, išreiškiamas taip: dn=N (v— 1)anRžvndt. 

Per laiko tarpą dt dalis neutronų išskrieja už sistemos ribų 
arba absorbuojama priemaišų. Kad būtų paprasčiau, nekreipkime 
dėmesio į priemaišas, kurių kiekį galime sumažinti, kruopščiai 
chemiškai išgryninę uraną. Tuomet reikės atsižvelgti tik į grei- 
čiu v iš sistemos pro jos paviršių išlekiančių neutronų skaičių. 
Pasakojama, kad Paryžiaus Mokslų Akademijoje skaitomo Paf- 
nutijaus Čebyšovo pranešimo „Apie rūbų sukirpimą“ paklausyti 
susirinko geriausi Paryžiaus modeliuotojai ir sukirpėjai. Tačiau 
jie išėjo iš salės, kai tik išgirdo pirmuosius pranešimo žodžius: 
„Paprastumo dėlei tarkime, kad žmogaus kūnas yra rutulio for- 
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mos“. Ir visgi paprastumo dėlei tarkime, kad nagrinėjamas urano 
gabalas yra rutulio, kurio spindulys r, formos. Neutronai, išlėkę 


už šio rutulio ribų per laiko tarpą d/, yra sluoksnyje, kurio sto- | 


ris vdt, o tūris 4nržvdt. Viso rutulio tūris V= ian, o neutronų 


tankis lygus y^ todėl neutronų skaičius nagrinéjamame sluoks- 
nyje išreiškiamas taip: 
y Anržvdt= zed. 
t 


Vadinasi, i$ rutulio išlekia Stadt neutronų (k — skaitinis koefi- 
cientas, reikalingas todėl, kad ne visų neutronų greitis nukreip- 
tas į išorę; kai kurie jų juda į rutulio vidų; eksperimentais nu- 
statyta, kad k=0,3). Taigi dėl to, kad neutronai išlekia, jų skai- 


"T vit knvdt Д 
čius sumažėja шин neutronais. 


Pagaliau tarkime, kad turime pastovų neutronų šaltinį (pa- 
vyzdžiui, berilį, švitinamą radžio), kuris per laiką df išspindu- 
liuoja godt neutronų. Tuomet per laiko tarpą dt neutronų skai- 
čius pakinta dydžiu dn= (a—b)ndt-- qodt; čia a—N (v— 1) axR?o, 
= He Šią lygtį galima parašyti taip: 


p 


. dn 
em (a—b)n4- qo. 


10. Neutronų dauginimosi lygties tyrimas. Išvedėme (1) di- 
ferencialine lygtį, kuri apibūdina neutronų skaičiaus kitimą. Bet, 
norėdami valdyti neutronų dauginimosi procesą, turime ne tik 
parašyti lygtį, bet ir išspręsti ją. Iš pradžių išnagrinėkime atvejį, 
kai q9—0, t. y. kai proceso pradžioje buvo п, neutronų, o visi ki- 
ti atsirado, skylant uranui. Tuomet lygtis bus paprastesnė: 
S —(a— b)n. Tai organinio augimo diferencialinė lygtis. Jos 
sprendinys toks: n —nge(e-^* , 

Kai a« b, neutronų skaičius mažėja, o kai a7 b,— didėja pa- 
gal rodiklinį dėsnį. Taigi, kai a« 5, branduolių skilimo procesas 
nutrūksta ir sprogimas neįvyksta, o kai a>b, skylančių branduo- 
lių skaičius didėja labai greitai. 

Sąryšis tarp a ir b priklauso nuo spindulio r. Iš tikrųjų nely- 
кубе a>b galima parašyti taip: 

М(у—1)алЁ?о;> =: А 

Iš čia randame krizini spindulį ть, t.y. tokį spindulį, kad, 

esant r«&ry,, neutronų nedaugéja, o kai г> ^к, įvyksta sprogimas. 
WEN ZAR 
k^ (уал ` 


Atitinkama urano rutulio masės reikšmė vadinama krizinė mase. 
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pu SOROR 


Norint apskaičiuoti krizinę masę, reikia atlikti keletą ekspe- 
rimentų, kuriais nustatomas neutronų, atsirandančių skylant 
kiekvienam urano atomui, skaičius, pagavimo spindulys R ir t. t. 
Visas šias fizikines konstantas reikia rasti labai tiksliai, nes net- 
gi nedidelis nuokrypis nuo krizinės masės iš esmės keičia proce- 
so eigą. Dėl klaidos, kurią karo metu padarė nacistų fizikai, 
nustatydami vieną tokių konstantų, pasirinktoji darbo kryptis, 
kuriant urano projektą, buvo neteisinga. 

Jei du pusrutulio formos urano gabalus, kurių kiekvieno masė 
mažesnė už krizinę, o jų masių suma didesnė už krizinę, staiga 
priartintume vieną prie kito, prasidėtų grandininė reakcija, su- 
kelianti atominį sprogimą. Tai ir yra atominės bombos konstruk- 
cijos pagrindas. Skaičiavimai, kurių čia nepateikiame, rodo, kad 
urano-235 sferinio gabalo visi atomai suskiltų greičiau negu per 
vieną mikrosekundę, jei jo masė bent 10% būtų didesnė už krizi- 
nę. Grafikas, vaizduojantis per vieną mikrosekundę suskilusių 
atomų skaičiaus priklausomybę nuo spindulio, beveik sutampa 
su laužte, sudaryta iš abscisių ašies atkarpos nuo O iki ry, ir ver- 
„ tikalios tiesės, atitinkančios r-ryr. 

Kaip jau minėjome, taikiam atominės energijos panaudojimui 
netinka nei dalijimosi proceso slopimas, nei jo pe augimas. 
Norėdami gauti valdomą procesą, turime įvesti pastovų neutro- 
nų šaltinį ir išspręsti nesupaprastintą 9 skyrelio (1) lygtį. 

Qo 
b—a 
konstantos išvestinė lygi nuliui). Dabar įveskime naują ieš- 


komąją funkciją y(t), paZyméje n(f) = ;9-  -y(t). Įrašę šį 
reiškinį į (1) lygtį, gausime 


Sios lygties vienas sprendinys yra 


(priminsime, kad 


"Šios lygties sprendinio išraiška tokia: у= Се *-Dt, Todėl 


n= 2 + Се (а-5% , 
b-a 


Konstantos C reikšmę apibrėžia pradinės sąlygos. Jei iš pat pra- 
džių nėra neutronų, t. y. 2(0) 20, gauname sprendinį 


n= į (1—ee-tt J, | (1) 


Kai a<b, tai, didėjant +, funkcija e(«-Pt greitai artėja prie 


nulio, o sistemoje esančių neutronų skaičius — prie reikšmės d . 
Dabar aišku, kad, valdydami b reikšmę (t. y. absorbuojamų ne- 
utronų skaičių), galime gauti norimą branduolių skilimo per se- 
kundę reikšmę, t. y. norimą energijos kiekį. Būsenoje, artimoje 
krizinei, sistema išlaikoma, automatiškai reguliuojant. Dėl to iš- 
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kyla sudėtingi matematiniai uždaviniai, kuriems spręsti naudo- 
jamos greitaeigės skaičiavimo mašinos. 

Suprantama, išnagrinėtoji schema yra tik apytikslis realio- 
sios tikrovės vaizdas. Tiksli teorija reikalauja atsižvelgti į re- 
aktoriaus formą, neutronų greičio pasiskirstymą pagal kryptį ir 
didumą bei daugelį kitų veiksnių. Bet ir grubūs samprotavimai 
teisingai atspindi reiškinio kokybę. 

11. Pereinamieji procesai. (1) formulė, kurią gavome 10 sky- 
relyje, rodo, kaip neutronų skaičius didėja nuo nulio iki „2 3 
Tokios rūšies procesai vadinami pereinamaisiais procesais. Jie 
paprastai vyksta tuomet, kai kurio nors dydžio kitimo greitis 
proporcingas šio dydžio nuokrypiui nuo vienos jo reikšmės A 
ir turi priešingą šiam nuokrypiui ženklą. Kaip tik tai ir būdinga 
nagrinéjamam uždaviniui, nes 9 skyrelio (1) lygtį galima para- 
šyti taip: 


ar 6 (ne ge. 


be to, a—b<0. Šiuo atveju dydžio reikšmė greitai artėja prie 
reikšmės A. | 

Panagrinėkime keletą pereinamųjų procesų. Nuo ugnies nu- 
keltas arbatinis su verdančiu vandeniu iš pradžių vėsta greitai, 
o paskui daug lėčiau. Taip yra dėl to, kad aušimo greitis pro- 
porcingas arbatinio temperatūros T ir aplinkos temperatūros T, 
skirtumui. Šiluma pamažu pernešama iš arbatinio į aplinką, ir 
ВЕЕ išsilygina. Arbatinio temperatūros kitimo dėsnis 
oks: " 


T — To-- (100— T,) e*t. 


Koeficiento k reikšmė priklauso nuo arbatinio formos, me- 
džiagos, iš kurios jis pagamintas, ir į jį įpilto vandens kiekio. 
Lėčiausiai. aušta rutulio formos arbatinis. Įrodyta, kad iš visų 
vienodo tūrio kūnų rutulio plotas yra mažiausias, todėl mažiau- 
sias ir tokio arbatinio plotas, kuriuo pernešama šiluma. 

Kitas pereinamasis procesas, su kuriuo dažnai tenka susidur- 
ti, — elektros srovės įjungimas ir išjungimas. Pasukus jungiklį, 
lemputė užsidega taip greitai, jog atrodo, kad viskas įvyko aki- 
mirksniu. Iš tiesų čia vyksta pereinamasis procesas, kurį kom- 
plikuoja dar ir tai, kad grandine teka kintamoji srovė. 

Išnagrinėkime, kaip kinta srovė, įjungus pastovios. elektro- 
varos jėgos (evj) E, šaltinį. Tarkime, kad grandinės varža lygi 
R ir į grandinę įjungta ritė, kurios induktyvumas L. Tuomet, 
kaip žinome, Eo—q«n--qr; čia фк ir фі — įtampos kritimas ati- 


tinkamose grandinės dalyse. Be to, ọpr=RI, o Фф. =L s. Taigi 
srovés kitimo diferencialine lygtis yra tokia: 


RI+L i — Es, 
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t. y. К Pu 
P fs. Е 
"E xum 0 
(1) diferenpistinés lygties išraiška jau pažįstama. Jos spren- 
' dinys užrašomas taip: | 

Rt 


I= воде +. | 


| Kadangi iš pradžių s srovė buvo lygi nuliui, tai A=- Ё. Todėl 


JR 
I= ае L | ; 
К 
Didėjant /, atėminys e ^ greitai mažėja іг, artėdami prie 
ribos, gauname / reikšmę, kurią apibrėžia Omo dėsnis 
E, 
| а RC ў 
Gana įdomus yra grandinės, kurioje įjungta induktyvumo ri- 


tė, nutraukimo procesas. Trumpai sujungtu kontūru (išjungus 
evj) tekanti srovė kinta pagal dėsnį 
— Rt 

I= Ге L $ 

čia I, — srovės reikšmė laiko momentu /—0. Visai kitoks Sis dės- 

nis, kai grandinę nutraukiame staiga. Tokiu atveju grandinės 
varža labai greitai kinta nuo reikšmės: R iki begalybės (arba, 

"jei norite, iki labai didelės reikšmės). Jei srovė per trumpą lai- 
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ką v sumažėja nuo Jo iki nulio, tai jos. kitimo greitis - ES = — 2. 


уга бапа nemažas, іг dėl saviindukcijos atsitanda. didelis poten- 
cialų skirtumas tarp kirtiklio plokštelių (apytiksliai lygus — =) Я 


Dėl to pramušama oro erdvė tarp perskirtų kirtiklio plokštelių jr 
šoka kibirkštis. 

Taigi, nutraukus grandinę, galima gauti potencialų skirtu- 
mą, daug kartų didesnį už įtampos šaltinio evj. Tai plačiai nau- 
dojama technikoje, pavyzdžiui vidaus degimo variklių uždegimo 
sistemoje. Šis reiškinys turi ir nemalonių pasekmių — elektros 
lemputės dažniausiai perdega, įjungiant arba išjungiant šviesą. 
Norint to išvengti, kino teatruose šviesa išjungiama laipsniškai 
reostatu. Tuomet 7 mažėja iš lėto ir saviindukcijos еуј būna ne- . 
didelė. 

12. Kritimas su parašiutu. Beorėje erdvėje krintančių kūnų 
greitis tolygiai didėja. Kitaip būna, kai kūnas krinta ore. Pap- 
rastumo dėlei tarkime, kad oro pasipriešinimo jėga proporcinga 
kritimo greičiui, t. y. F= —kv („minuso“. ženklas Boreas to- 
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- dėl, kad oro pasipriešinimo jėgos kryptis priešinga kritimo kryp-. 
čiai). Jėga, veikianti masės m kūną, lygi mg—kv. Pagal antrąjį 


Niutono dėsnį Е=та (а= = — pagreitis) А todėl gauname di- 
ferencialine lygtį | 
- do "a 
. my =mg— kv, 
arba | 
йо ___ k mg 
iar шаку! 


Jos sprendinio, atitinkančio pradinę reikšmę v4=0, išraiška to- 
' kia: Ё Ан: i 


и: | er ood 
Po tam. tikro laiko dydis e т bus labai mažas, o kritimo 


+ greitis — beveik lygus 7E , t. y. kritimas pasidarys tolygus. 


Koeficientas A priklauso nuo oro tankio, krintančio kūno ploto 
ir t. t. Pavyzdžiui, krintant su parašiutu, šis koeficientas yra 
gana didelis, todėl parašiutininko nusileidimo greitis palyginti. 
mažas — apie 5 m/s. Aišku, kad pūkelio kritimo greitis mažesnis 
negu tos pačios masės švininio rutuliuko kritimo greitis — pū-. 
kelio plotas daug -didesnis ir todėl А reikšmė didesnė. Būtent 
todėl pūkelis lėtai leidžiasi žemyn ir lengvai pagaunamas kylan- 
čios oro srovės. Tyrinėdamas kritimą, Aristotelis neįvertino oro 
"pasipriešinimo ir manė, kad sunkūs kūnai krinta tiek kartų grei-. 
čiau už lengvus, kiek kartų jie yra sunkesni. Galilėjus, mėtyda- 
mas rutuliukus -iš fasvirusio Pizos bokšto, eksperimentiškai pa- 
neigė šį teiginį. з Tue 

13. Rodikliné funkcija ir biologija. Pereinamieji procesai daZ- 
„ni ir biologijoje. Pavyzdžiui, išsigandus į kraują staiga išsiski- 
ria adrenalinas, kuris paskui sūyra; irimo greitis beveik propor- 
cingas šios medžiagos kiekiui, dar likusiam kraujyje. Diagnozuo- 
jant inkstų ligas, dažnai tiriama, kaip jie sugeba pašalinti iš 
kraujo radioaktyviuosius izotopus, be to, pastarųjų kiekis krau- 
jyje mažėja pagal rodiklinį dėsnį. Atvirkščio proceso pavyzdys — 
hemoglobino koncentracijos atsistatymas donoro arba stipriai 
nukraujavusio sužeistojo kraujyje. Sį kartą pagal rodiklinį dėsnį 
mažėja skirtumas tarp hemoglobino normalaus kiekio ir to jo 
kiekio, kuris yra kraujyje. Kaip ir radioaktyviojo skilimo atveju,, 
irimo arba atsistatymo greitis matuojamas laiku, per kurį susky- 
la (arba atsistato) pusė medžiagos. Adrenalino periodas matuoja- . 
mas sekundės dalimis, medžiagų, kurias išskiria inkstai, — minu- 
témis, o hemoglobino — dienomis. || 


Suprantama, biologiniai procesai tik- apytiksliai paklūsta ro- ` 
dikliniam dėsniui, nes čia susiduriame su labai sudėtingomis sis- ` 
temomis. Be to, irimo arba atsistatymo procesą paprastai sudaro 
kelios skirtingo periodo stadijos. Pagaliau reikia PIECE ir tai, 
kad ta pati medZiaga gali nevienodai irti. 

14. Kaip barometru matuojamas aukštis. Vienas amerikiečių: 
studentas per egzaminą buvo paklaustas: „Каір barometru išma- 
tuoti dangoraižio aukštį?“ „Yra keletas būdų,— atsakė studen- V 
tas.— Pavyzdžiui, galima. barometrą pririšti prie virvės ir nuleisti 
jį nuo dangoraižio stogo ant žemės. O galima imti barometrą ir 
„apskaičiuoti, kiek kartų jo skersmuo telpa išilgai dangoraižio sie- 
nos. Po to, norint rasti dangoraižio aukštį, pakanka išmatuoti 
, barometro skersmenį.“ 

Suprantama, studentas juokavo — jis puikiai žinojo, kokį aukš- .' 
čio matavimo būdą turėjo galvoje egzaminatorius. Žinoma, kuo 
aukščiau pakyla lėktuvas vįrš Zemės paviršiaus, tuo labiau i&re- . 
tinta yra atmosiera, tuo mažesnis oro slėgis. Kaip rodo skaičia- 
.. vimai, dviejų taškų aukščių skirtumas, kai oro temperatūra pas- 

TOV išreiškiamas tokia formule: l 


В = вета Ip p. А 
p» 


Cia р, pa — oro slėgis atitinkamai aukštyje h, ir hs po— oro - 
slėgis jūros lygyje, eo — 1 m? oro masė, esant temperatūrai 0° · 
ir slėgiui po, £ — oro temperatūra. Reikia turėti galvoje, kad ši 
: formulė tinka tik nelabai dideliam aukščiui. Tyrimai, atlikti Ta- 
rybų Sąjungoje pagal Tarptautinių geofizinių metų programą, 
parodė, kad dideliame aukštyje slėgis kinta pagal kitą dėsnį. ` 
15. Ciolkovskio dėsnis: Daug sunkių uždavinių tenka spręsti 
kosminių skridimų teorijoje. Vienas tokių uždavinių — nustatyti, 
kiek reikia kuro raketai, kad ji įgytų greitį v; ir pasiektų. Mėnulį, 
. Venerą, Marsą arba kurią nors kitą planetą. Šis kuro kiekis pri- 
klauso nuo raketos (be kuro) masės mọ ir nuo greičio. vo, kuriuo 
degimo produktai išlekia iš raketos variklio tūtų. 
| Žymus. rusų mokslininkas K. -Ciolkosvkis (1857—1935), vie- 
nas kosmonautikos kūrėjų, nustatė, kiek reikia raketai kuro, kai 
` nepaisomas oro pasipriešinimas ir Žemės trauka. Jis Доде, каа 
tokiu atveju kuro kiekis išreiškiamas formule. - 


4 85 Wm | (1) 


„Si А gauta, remiantis tuo, kad vidinių jėgų veikiamos 
judančios ' mechaninės sistemos judesio kiekis nekinta. Tarkime, 
raketa juda tiesiai, be to, jos greitis laiko moment t lygus v(t), 
o i$ tütos išlekiančių dalelių reliatyvusis greitis раѕіоуиѕ іг ly- 
"gus ' 9e Tuomet šių dalelių greitis u(t) nejudančios koordinačių 
кера аии bus v(t) — vo. 


9% 


Per nykstantį laiko tarpą dt raketos masė dėl išiekiančiių da- 
lelių sumažėja ir įgyja reikšmę m4+dm (čia dm<0). Kartu pa- 
didéja-jos greitis ir pasidaro lygus v+dv. Vadinasi, raketos ju- 
desio kiekis уга (m--dm)(v--dv). Per laiko tarpą di išlėkusių 
"dalelių judesio kiekis lygus (—dm)u (jų masė lygi —dm). Ka- 
dangi pilnutinis judesio kiekis nekinta, turi galioti lygybė 


+ (m+dm) (v+dv) —udm- mv. 


| u— 0— 00, todėl, praleide auk&tesnés eilés nykstantj dydi dmdo, 
gauname tokia diferencialine lygtį: mdu + оойт = 0, arba t= —7. 


Uo 
Sios lygties sprendinys yra | 
| m=Ce ". 


Norėdami rasti C reikšmę, prisiminkime, kad laiko momentu 
„1=0 raketa nejudėjo, о jos. masė m buvo lygi m+ M; čia то — 
raketos masė be kuro, M — kuro“ masė. те ие Ce, va- 
dinasi, ; 


m= бам) в г 


Greitis v yra ашанмаз, kai чер visas kuras, t. y. kai m= = Mo. 
Todėl 

nm ži 
iš čia ir gaunama (1) formule. - 

- 16. Muzika ir logaritinai. Kasinėdami akmens amžiaus' gyven- 
viete Ukrainos teritorijoje, archeologai rado keletą neaiškios pas- 
kirties mamuto kaulų. Tik kruopščiai ištyrę, jie pastebėjo ant 
šių kaulų smūgių pėdsakus — tai liekanos mušamųjų orkestro, 
kurio garsams skambant senovėje“ buvo šokami magiškieji šo- 
kiai. Vėliau pastebėta, kad malonesnius garsiis galima išgauti | 
būgnu arba medžio gabalu, kuriame pragręžtos skylės (lumzde-: 
liu). Iš lanko templės skambesio paaiškėjo, kaip sukurti styginius 
instrumentus. | 

: Pitagoras buvo ne tik didis matematikas, bet ir geras muzi- 
` kantas. Jis „nustatė, kad malonūs garsų deriniai atitinka tam 
tikrus virpančių stygų ilgių arba atstumų tarp lumzdelio skylu- 
čių sąryšius. Pitagoras pirmasis sukūrė muzikos matematinę te- 


oriją. Nors muzikantai nemėgsta „algebra tikrinti harmonijos“, y 


bet уіѕа laiką susiduria su matematika, nes šiuolaikinė gama 
pagrįsta logaritmais. Pateiksinie ištrauką iš žinomo rusų tiziko 
A. Eichenvaldo ѕұгаірѕпіо, skirto šiam klausimui. 

„Mano gimnazijos draugas mėgo skambinti rojaliu, bet ne- 
mėgo matematikos. Jis netgi paniekinančiai sakydavo, kad mu- 
zika ir matematika neturi nieko bendro. „Tiesa, Pitagoras atrado - 
kažkokį garso virpesių sąryšį, bet 2 tik Pitagoro gama mūsų | 
müzikai pasirodė netinkanti.“ | 
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Įsivaizduokite, kaip nemaloniai buvo, nustebintas mano drau- 
gas, kai jam įrodžiau, kad, spausdamas šiuolaikinio rojalio kla- 
višus, jis skambina logaritmais... Ir tikrai temperuotos chroma- 
tinės gamos „laipteliai“ nėra išdėstyti vienodu atstumu nei svy- 
ravimų skaičiaus atžvilgiu, nei atitinkamų garso bangų ilgių 
atžvilgiu, o yra šių dydžių logaritmai. Tik šių logaritmų pagrin- 
das lygus 2, o ne 10, kaip įprasta kitais atvejais. 

Tarkime, kad žemiausios oktavos — ją vadinsime nuline — 
. nata do apibrėžia n svyravimų per sekundę. Tuomet pirmosios. 
„oktavos do per sekundę sūsvyruos 2n kartų, o m-tosios oktavos — 
n.2" kartų ir t. t. Pažymėkime rojalio chromatinės gamos visas - 
natas numeriais p, laikydami kiekvienos „oktavos pagrindinį toną 
nuliniu; tuomet tonas sol bus 7-asis, la — 9-asis ir t."t.; 12-asis 
"tonas vėl bus do, tik oktava aukštesnis. Kadangi temperuotos 


chromatinės gamos kiekvieno tono svyravimų skaičius 13 | 
kartų didesnis už prieš jį esančio tono, tai bet kurio tono svyra- 
vimų SEHEN galima išreikštį formule 
Nos inan (y. 2 2)». 

Išlogaritmavę gauname ` 
lg Nrm=lg n+m lg 2+p 22 У 
"arba Ig Nom=1g n-- (m+? 5) 162. * M 
Tare, kad paties Zemiausip tono do svyravimų skaliilus lygus vie- 
netüi (n—1), ir visus logaritmus pakeitę logaritmais, kurių pag- 

rindas lygus 2 (arba laikydami tiesiog 16 2— 1), turime: 


lg N os m- T5 


Iš čia matyti, кай rojalio klavišų numeriai atitinka garso vir- 
pesių skaičiaus logaritmus. Galime netgi pasakyti, kad. oktavos 
numeris lygus šio logaritmo -charakteristikai, o oktavos garso 
numeris — jo mantisei.“ . 

17. Logaritmai ir pojūčiai. Žmogaus jutimo organais suvokia- 
mus pojūčius gali sukelti dirgikliai, kurių stiprumas skiriasi dau- 
ке} milijonų ir netgi milijardų kartų. Kūjo smūgis“ į plieninę 
plokštę sukelia triukšmą, šimtą milijardų kartų didesnį už tylų 
„lapų šlamesį, o Voltos lankas trilijonus kartų ryškesnis už kurią 
"nors silpną, nakties danguje vos matomą žvaigždutę. Jeigu po- 
jūtis proporcingas dirginimui, tai “jutimo organais būtų suvokia- ` 
mi pojūčiai, kurie skiriasi vienas nuo kito milijardus ir trilijonus 
karty. Bet jokie fiziologiniai procesai nepajėgia aprėpti tokio po- 
jūčių diapazono. Bandymai parodė, kad organizmas tarytum ,lo- ` 
garitmuoja“: jį veikiantį dirginimą. Tai reiškia, kad pojūčio di- 
` dumas „apytiksliai proporcingas dirginimo Belas logarit- 
mui. 
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18. Odė eksponentei. Iš tiesų rodiklinės ir logaritminės iunk- 
cijos taikymo galimybės įvairiose mokslo ir.technikos srityse (ir 
netgi muzikos teorijoję) yra beribės: O juk logaritmai buvo su- 
galvoti, norint palengvinti skaičiavimą. Tris šimtmečius nuo 
paskelbimo dienos (1614 m.) Džono Nepero (1550—1617) suda- 
rytos pirmosios logaritmų lentelės ištikimai tarnavo astronomams 
ir. inžinieriams, geodezininkams ir jūrininkams, trumpino  skai- 
čiavimo laiką ir, kaip sakė garsusis. prancūzų mokslininkas Lap- 
lasas (1749—1827), „drauge ilgino skaičiuotojų gyvenimą. 

Dar neseniai buvo sunku įsivaizduoti inžinierių be logaritmi- 
:-nés liniuotės kišenėje. Praėjus dešimčiai metų po to, kai Neperas: 
sugalvojo logaritmus, angių matematiko Guntero (1581—1626) 
išrasta liniuote galima buvo greitai gauti atsakymą trijų reikš- 
minių skaitmenų tikslumu, kurio užteko inžinieriui. Ir nors šian- 
dien ją, buvusią inžinierių pagalbininkę, vis atkakliau išstumia 
"mikrokompiuteriai, visgi galime tvirtinti, kad be logaritminės li- 
niuotės nebūtų ir pirmųjų skaičiavimo mašinų. 

Visur taikoma rodiklinė (arba, kaip dar ji vadinama, ekspo- 
nentinė) funkcija įkvėpė anglų poetą Elmerą PS parašyti „Odę 
eksponentei“, kurios ištrauką pateikiame: 


. Jinai pagimdė daugelį iš to, } 

Ką „verta paminėti“, |. 3 l 
Kaip saké müs anglosaksoniškieji protėviai. 

Jos pagimdytų kūdikių didybę 
„Iš anksto lėmė jos pačios jėga ir grožis, ET. 
Nes jie fiziškai įkūnija tikriausią eme ` 
Abstrakčios. idéjos e. 

Anglijos jüreiviai myli ir pažįsta ja 

Kaip ,.Guntera". 

Dvi skalės Guntero — | 

Stai stebuklingas išradimas. 

Eksponentė pagimdė 

Ir logar itminę liniuotę: 

Inžinierius ir astronomas neturėjo 

Geresnio instrumento kaip jinai. 

Netgi dailieji menai sau peną semiasi iš jos. 

Argi muzikos gama — ne Nepero logaritmų rinkinys? 

Taigi tasai abstrakčiai gražus kažkas 

Tapo vieno didžiausių žmonijos laimėjimų protėviu“. 


Kai kurie poetai neskyrė eksponentei ir logaritmams ištisų 
odžių, bet minėjo juos eilėse. Pavyzdžiui, žinomas tarybinis poe- 
tas Borisas Sluckis daug triukšmo sukėlusiame eilėraštyje НБ 
„kai ir lyrikai" rašė: 

„Каїр suslügsta ir nusėda 
Tarsi putos mūsų ritmai, 
О ашу, ; 
+ p^ ų turėta, 
Atitenka aariin 


AS kurie mokslininkai mano, kad čia vietoj žodžio örari 
“ labiau tiktų nalgoriimal” — juk šiandien taikomoji matema- . 
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à 


. tika asocijuojasi būtent su jais. Bet nebandykime „algebra tik- 
rinti harmonijos“. | 

19. Polinės koordinatės. Su rodikline ir logaritmine funkcija 
siejasi daugelis įdomių kreivių, kurias dabar ir panagrinėsime. 
Tačiau, norėdami jas gauti, turėsime pasinaudoti ne įprastomis. 
. Dekarto koordinatėmis, o vadinamomis polinėmis koordinatémis. 

Daug dydžių vienaip ar kitaip priklauso nuo krypčių. Pavyz- 
džiui, elektros lemputės išspinduliuotos "šviesos stiprumas įvai- 
riomis kryptimis yra nevienodas. Norint vaizdžiai parodyti tokią 
priklausomybę, pravartu iš kurio nors taško O nubrėžti skirtin- 
gomis kryptimis spindulius ir kiekviename jų atidėti atkarpą, 
vaizduojančią šviesos stiprumą pasirinktąja kryptimi. Atidétu | 
- atkarpų galai sudaro kreivę, kuri vadinama poline priklausomybės 
diagrama. 

Norėdami pavaizduoti tokią priklausomybę, naudojame polinę 
"koordinačių sistemą. Tuo tikšlu parenkame tašką O (polių) ir iš 
jo nubrėžiame spindulį (poling ašį). Dabar taško M padėtis plokš- 
tumoje. nusakoma dviem skaičiais: šio taško atstumu r nuo . 
poliaus O, r=|OM|, ir kampu Ф, kurį sudaro spindulys OM ir 
polinė ašis (šis kampas atskaitomas nuo polinės ašies prieš laik- 
rodžio rodyklę) (61 pav.). Iš apibrėžimo matyti, kad r kinta nuo ` 
0 iki оо, o ф — nuo 0 iki 2x (kampai, kaip įprasta matematikoje, 
. matuojami, ne laipsniais, о .гайіапаіѕ). Priklausomybė r=7 (9) 

tarp kreivės T taškų polinių koordinačių vadinama šios kreivės 
lygtimi. polinėse koordinatėse. К 

Kartais susiduriame su fuhkcinémis priklausomybėmis, kurio-, 
se reikia skirti kampus ф ir ф+2л. Pavyzdžiui, apie stulpą ap- 
vynioto lyno įtempimas kinta pagal dėsnį F=Foeko. Sj karta 
kampus фігф+2л reikia laikyti skirtingais — antruoju atveju pri- 
dedamas dar vienas lyno sūkis apie stulpą. Vaizduodami tokias 
priklausomybės, gauname kreives, kurios kelis kartus kerta iš 
poliaus nubrėžtus spindulius. Pavyzdžiui, Archimedo spiralė nu- 
sakoma formule r=aọ, kurioje kampas ф kinta nuo — oo iki oo. 

"Su kiekviena poline koordinačių sistema siejasi Dekarto ko-' 
ordinačių sistema, kurios pradžia sutampa su poliumi,'o- absci- 
sių Ašis — su poline ašimi. Iš 61 pa- | 
veikslo matyti, kad polines koordinates = 
r ir ọ su Dekarto koordinatėmis sieja 
sąryšiai ' ; 

x=r С05 ф, y—r sin Q; 
VATA =! 

i mi ү х +y’, dge- x 

. Taško padėtį polinémis koordinatė- 
„mis jau nustatydavo senovės aštrono- 
mai — juk ilguma ir platuma yra sfe- 
ros polinės koordinatės. Ir šiandien, ke- 
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liaudami pagal azimutą, naudojame 
5145 koordinates. | 

Toliau reikės formulės, apibrė- 
žiančios kampo а tangentą; čia а — 
kampas, kurį spindulys vektorius 
OM, nutiestas į kurį nors kreivės Г 
tašką M, sudaro su šios kreivės lies- 
tine, nubrėžta per tą patį tašką 
(62 pav.). Kai kreivė polinėse koordi- 
natėse išreiškiama lygtimi r=r (9), 
tai teisinga formulė. į | 


62 рау. { tg a= (T . (1) 
do 


Leibnico ir Bernulio laikais ši formulė buvo išvedama, sam- 
- protaujant taip. Imkime- be galo mažą kreivės lanką MM“ ir nu- 

brėžkime spindulį vektorių OM’. Kampą tarp spindulių OM ir 
OM" pažymėkime dq. Dar nubrėžkime apskritimo, kurio centras 


taške O, lanką MN. Tuomet be galo mažo „stačiojo trikampio“ 


МММ” „statinių“ MN ir M'N ilgiai lygūs гаф ir dr, o kampas 
MM'N — a. Vadinasi, tg a= a ; iš čia ir gauname (1) for- 
mule. . — | 

Kartu sužinome, kad ds= WV dr?--r?dq?. Šiandien toks jro- 
dymas laikomas nepakankamai griežtu ir pakeičiamas beveik pus- 
Тар} užimančiu skaičiavimu. 


20. Pašikeitusi gimstu iš naujo. Lėktuvas, išskridęs iš kurio. 


nors Zemés rutulio taško tiesiai į šiaurę, po kurio laiko atsidu- 
ria virš Šiaurės poliaus. Jei jis skrieja į rytus, tai, apskridęs 
lygiagrete, sugrįžta į ankstesnę vietą. Dabar tarkime, kad lėk- 


tuvas pasirenka tarpinę kryptį ir visą laiką skrenda, nenukryp- 
damas nuo kurso, t. y. visus meridianus kerta vienodu nestačiu 


kampu. Apskriejęs Žemės rutulį, jis vėl patenka į tokios, pačios. 
ilgumos tašką, kaip ir pradinis, tik esantį. arčiau Šiaurės poliaus. 

à ' Apskridęs dar kartą, lėktuvas yra 
dar arčiau poliaus. Skrisdamas tokiu 
būdu ir toliau, jis apie polių brėžia 
siaurėjančią spiralę. ' 


kime žemėlapyje taip, kad nepakistų 
kampai tarp kreivių, t.y. kad kam- 
. pas tarp dviejų kreivių Žemės rutu- 
lyje būtų lygus kampui tarp šių krei- 
vių vaizdų žemėlapyje (kampu, kurį 


susikirtimo taške). Tokį žemėlapį ga- 


Dabar poliarinę sritį pavaizduo- - 


sudaro dvi kreivės, vadiname kam- . 
pa, kurį sudaro jų liestinės kreivių, 


.. nuo taško M (7; ф) yra baigtinis ir lygus -— L“ 


lime gauti taip: nubrėžiame plokštumą, liečiančią Žemės erutulj 
Siaurės poliuje, ir Žemės paviršių suprojektuojame į šią plokš- 
tumą iš Pietų poliaus: 

Lėktuvo kelias tokiame žemėlapyje vaizduojamas spirale, kuri 
visus iš Šiaurės poliaus išeinančius spindulius kerta vienodu 
kampu (63 pav.). Išveskime šios spiralės lygtį polinėse koordi- 
natėse. Pirmiausia atkreipkime dėmesį į tai, kad spiralės liesti- 
nės kerta atitinkamus spindulius vektorius vienodu kampu. Anks- 


čiau sužinojome, kad šio kampo (a) tangentas lygus 7c Todėl ' 


" 


spiralés diferencialinés lygties išraiška tokia: L =ctga, t. y. 


r'=kr; čia k=ctga. Išsprendę šią lygtį, gayname r=Ceks, 
arba . 


Фф = + Inc 


Kadangi 8i lygtis siejasi su Ба ааа tai kreivę, 
kurią ji išreiškia, Pjeras Varinjonas (1654—1722) pavadino lo- | 
garitmine spirale. Išvesdami logaritminės spiralės lygtį, gavome 
-ne vieną, o begalinę 'aibę lygčių, nes konstanta C gali įgyti Бе. 
galo daug reikšmių. Spiralės, priklausančios kreivių šeimai r= 
. = Сек, gaunamos viena iš kitos homotetija centro O atžvilgiu. | 
' Bet šids spirales galima gauti vieną iš kitos ir posūkiu apie | 
tašką O. Tikrai, atlikus posūkį kampu B, lygtis r—Ce^* įgyja 
išraišką г=Се*'#—® , t. y. r2Cje*? ; čia C,=Ce-*P . Taigi 
"posūkis karhpu f ekvivalentus homotetijai, kurios koeficientas 
e-* .. Тио galima paaiškinti įdomų optinį efektą. Sukdami pa- 
veikslą, kuriame pavaizduota logaritminių „spiralių šeima, viena 
„kryptimi, pamatytume, kad spiralės plečiasi, o sukdami priešin- 
ga kryptimi, — kad siaurėja. 

Logaritminė spiralė turi keletą įdomių savybių. Ji be galo 
"daug kartų apsisuka apie polių, tačiau Sau deut dalies ilgis: - 
Virg r. Todėl šios 
“spiralės lanko АВ ilgis proporcingas į taškus A ir B nubrėžtų 
spindulių vektorių ilgių skirtumui (proporcingumo koeficientas 


2 
lygus Liz), 
Jei logaritmine spirale apsuktume siülu, kurio galas же 0, 
ir -pradėtume jį vynioti, tai siūlo galas brézty kreive, kongruen- 
čią duotajai spiralei. Tokią pat kongruenčią spiralę sudaro galai 
statmenų, nuleistų iš poliaus į logaritmines spiralės liestines. 
: Logaritminės spiralės savybė išlikti nepakitusia po įvairiausių 
` transformacijų „taip nustebino Jakoba Bernulj, pirmą kartą ty- 
rinéjusj ją, kad jis šią spiralę pavadino spira mirabilis (stebuk- 
 lingoji spiralé). Bernulis jos savybése įžvelgė netgi mistišką 
prasmę ir prisakė antkapyje iškalti šią spiralę bei parašyti: Eatem Е 
mutata, resurgo (pasikeitusi gimstu iš naujo). 
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^ 91. Logaritminė spiralė gamtoje ir technikoje. Technikoje daž- 


nai naudojami rotaciniai peiliai. Jėga, kuria jie spaudžia pjaus- 


„tomą medžiagą, priklauso nuo pjovimo kampo, t. y. kampo tarp 


peilio ašmenų ir sukimosi greičio krypties. Slėgis nekinta, kai 
pjovimo kampas pastovus, t. y. kai peilio ašmenys yra logarit- 
minės spiralės lanko formos. Pjovimo kampo didumas Ipriklauso 
nuo apdorojamos medžiagos (64 pav.). | | 
Hidrotechnikoje pagal logaritminę spiralę išlenkiamas vamz- 


' dis, kuriuo tiekiamas vandens srautas turbinos mentims. Dėl to- 


kios vamzdžio formos energijos nuostoliai, atsirandantys pasi- 
keitus vamzdžiu tekančio srauto krypčiai, būna mažiausi ir van- | 
dens slėgis panaudojamas našiausiai. | : Ni : 
Spiralės lanko ilgio proporcingumu spinduliui vektoriui re- 
miamasi, projektuojant krumpliaračius, kurių pavaros skaičius 


. kintamas. Tuo tikslu imami du kvadratai, išdėstyti taip, kaip 


parodyta 65 paveiksle. Per.. kiekvienos kraštinės vidurį bei galą 
nubrėžiami vienodų logaritminių spiralių lankai, kurių poliai yra 
kvadratų centruose, be to, viena spiralė sukama pagal laikrodžio 
rodyklę, o kita — prieš laikrodžio rodyklę. Sukantis kvadratams, 


spiralių lankai neslysdami rieda vienas kitu. Pavaros skaičius, 
„t. y. šių ratų kampinių greičių santykis, kinta tolydžiai, per vieną 


apsisukimą pasiekdamas keturis kartus maksimalią ir keturis kar- 
tus minimalią reikšmę. | A IM 
"Gyvos būtybės paprastai auga, nekeisdamos išorės bendriau- 
sių bruožų, be to, visomis kryptimis — suaugusi būtybė yra ir 
aukštesnė, ir storesnė už jauniklį. Tačiau jūros gyvūnų kriauk- 
lės gali augti tik viena kryptimi. Kad nereikėtų pet daug išsi- 
tempti į ilgį, jos susisuka, be to, suaugusio gyvūno kriauklė būna 
panaši į pradinę. Taip augti galima tik pagal logaritmine. spira- 
le arba kai kuriuos erdvinius analogus (66 pav.). Todėl dauge- 
lio minkštakūnių bei sraigių kriauklės, o taip pat kai kurių žin- 
duolių, pavyzdžiui archarų (kalnų avinų), ragai susukti pagal 
logaritminę spiralę. Galima sakyti, kad ši spiralė yra formos ir 


augimo sąryšio matematinis simbolis. Didysis vokiečių poetas | | 
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' 66:pav. | 67 pav. i 68 pav. 


Johanas Voligangas Gėtė ją netgi laikė gyvenimo ir dvasinio 
vystymosi matematiniu simboliu. 

„Logaritminės spiralės forma turi пе tik kriauklės — saulė- 
grąžos sėklos. išdėstytos lankais, artimais logaritminei spiralei, 
ir t. t. Labiausiai paplitęs voras epeira, ausdamas voratinklį, siū- 
lus suka apie centrą pagal logaritminę spirale. Logaritminės 
„spiralės iormos yra ir daugelis galaktikų, būtent Galaktika, ku- 
riai priklauso Saulės sistema. 

: 22. Grandininė kreivė. Už galų pakabinta' virvė, tarp dviejų · 
stulpų nutiestas telegrafo laidas, lankstūs netąsūs siūlai nukar- 
dami įgyja vadinamosios grandininės kreivės formą. Kai nuosvy- 
. ra nedidelė, siūlo forma primena parabole. Todėl Galilėjus mane, . 
kad grandininė kreivė sutampa su parabole. Sj teiginį paneigė | 
- Heigensas, įrodęs, kad parabolės forma įgyja nukarusi grandinė, 
kurios masės galima nepaisyti ir kuri išlaiko tolygiai paskirstytą 
apkrovą (pavyzdžįui, kabantį tiltą). Dėl sunkio nusvirusio siūlo 
forma apibrėžiama lygtimi 


yaglama). а) 
0 


: T : ir. s Б 
Čia а= — , То —siūlo įtempimas žemiausiame taške, о y — 


siūlo ilginis tankis. Si kreivė pavaizduota 67 paveiksle. 

Sukant (1) kreivę apie abscisių ašį, gaunamas paviršius, ku- 
ris vadinamas katenoidu (lotyniškai „catena“ — grandinė). Šis 
paviršius priskiriamas. prie vadinamųjų minimaliųjų paviršių. 
Kirskime ritinį dviem јо ašiai statmenomis. plokštumomis. Gali 
atrodyti, kad tarp šių plokštumų esantis ritinio paviršius yra 
mažiausio ploto, lyginant 'su visais kitais paviršiais, einančiais 
per pjūviuose gautus apskritimus. Tačiau tai netiesa — katenoi- 
do paviršius, einantis per šiuos apskritimus, уга dar mažesnio 
> ploto. Be to, šio paviršiaus plotas mažiausias, lyginant su visais 
paviršiais, einančiais per nagrinėjamus apskritimus. Katenoido 
formą (68 pav.) įgyja dviejų žiedų apribota muilo plėvelė. 
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VI SKYRIUS 
SVYRAVIMŲ MATEMATIKA 


1. Periodiniai procesai ir svyravimai. Daugelis aplinkoje vyks- 
„tančių procesų po tam tikro laiko tiksliai arba beveik tiksliai 
pasikartoja. Per mėnesį pakinta Mėnulio išvaizda: iš siauro pjau- 
tuvo iš pradžių pasidaro pusskritulis, paskui diskas, o po to vėl 
"sumažėja, kol visai išnyksta. Kasdien matome, kaip Saulė pate- 
ka, ritasi dangumi ir nusileidžia už “horizonto, o kitą rytą iš 
naujo pasirodo danguje. Žvaigždės naktį sukasi apie Šiaurinę 
žvaigždę ir sugrįžta atgal po paros. Tikslesni stebėjimai rodo, 
' kad žvaigždės sukasi ir Saulė juda ne visai periodiškai — Žemei 
sukantis aplink Saulę, dangaus vaizdas per parą šiek tiek kinta. 
Todėl vasarą matomi tie žvaigždynai, kurie žiemos metu yra Ze- 
miau horizonto. Bet po metų visos žvaigždės grįžta į vietas ir 
"tik planetos toliau klaidžioja Zodiako žvaigždynais („planetos“ 
pavadinimas reiškia „klaidžiojanti žvaigždė“). Kas 6585 dienos 
ir 8 valandos pasikartoja Saulės ir Mėnulio užtemimai. 

Bet ne tik danguje galima stebėti „periodiškai pasikartojan- 
čius reiškinius. Periodiškai išsilieja upės, užsirita ant kranto ir 
vėl pasitraukia jūra,. periodiškai plaka žmogaus širdis ir t. t.'Kai 
kurie periodiniai reiškiniai seniai taikomi, matuojant laiką. Bet 
širdis plaka tai dažniau, tai rečiau, upės išsilieja- kartais anks- 
čiau, kartais vėliau, o tiksliai pasikartojantys dangaus reiškiniai 
nematomi debesuotomis arba miglotomis naktimis. 

Šių trūkumų neturi laikrodis, aišku, jei jis laiku йи атда. 
Ilgai nepavyko padaryti visiškai tiksliai einančio laikrodžio. Tik 
po to, kai, stebėdamas bažnyčios sietyno svyravimus, Galilėjus 
nustatė, kad jų periodas nepriklauso nuo amplitudės; pavyko su- 
konstruoti laikrodį su svyruokle (kadangi tuomet kišeninių laik- 
rodžių nebuvo, Galilėjui teko laiko tarpus matuoti pagal savo ` 
pulsą). 

Išnagrinėję svyruoklės svyravimą, mokslininkai pradėjo ty- 
rinėti sudėtingesnes mechanines sistemas — stygas, membranas, 
strypus ir plokšteles. Svyruoklės padėtis kiekvienų laiko momentu 
nusakoma vienu skaičiumi — kampu, kurį ji sudaro su vertika- 
liu siūlu, prie kurio yra prikabinta. Uždavinys apie stygos for- 
mą sudėtingesnis, nes pastaroji apibrėžiama begaline skaičių | 
aibe — visų stygos taškų nuokrypiais nuo pusiausvyros padėties. 
Galima sakyti, kad, svyruojant svyruoklei, kinta tik vienas skai- ' 
čius, o svyruojant stygai,— funkcija. Todél svyruoklé — tai sis- 
tema, turinti vieną laisvės laipsnį, o styga — be galo daug. 
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Problema buvo sudėtinga, tačiau XVIII ir XIX a. mokslinin- 
` kai Oileris, D. Bernulis, d'Alamberas ir. Furjė išmoko tirti tokius 
svyravimus. Po to buvo pradėti nagrinėti dar sudėtingesni pro- 
cesai, pavyzdžiui, skysčių ir dujų svyravimas (būtent, garso skli- 

| dimas). Mechaniniu svyravimu bandoma paaiškinti netgi šviesos 

„sklidimą. Tuomet galvota, kad, sklindant šviesai, svyruoja ypa- 
tinga medžiaga — eteris. Be to, manyta, kad eteris yra absoliu- 
čiai tamprus ir netrukdo planetoms judėti. Po. to, kai Džemsas 
Maksvelas, pasinaudojęs genialiomis Maiklo Faradėjaus idėjo- | 
mis, įrodė elektromagnetinę šviesos prigimtį, buvo galvojama, 
kad eteris perduoda elektromagnetines bangas. Tik sukūrus Ein- 
šteino reliatyvumo teoriją, paaiškėjo, kad jokio eterio nėra. Maks- 
velo lygtis galima surašyti dviejose eilutėse, bet jos aprėpia be- 
ribj reiškinių lauką. Prabėgus dviem dešimtims metų po to, kai 
Maksvelas parašė šias lygtis, vokiečių fizikas Heinrichas Her- | 
cas išmoko eksperimentiškai sukelti elektromagnetinius virpesius, 
o dar po kelių metų puikus rusų fizikas A. Popovas perdavė juos 
tolimu atstumu. Taip prasidėjo radijo era. 

Įvairiausi svyravimai lydi mus kiekviename žingsnyje. Me- 
"chaniniai svyravimai taikomi, klojant betoną specialiais. vibraci- 
niais klotuvais, sijojant medžiagas vibraciniais sietais ir netgi 
beveik be skausmo gręžiant dantis. Akustiniai virpesiai reikalingi 
garsui priimti ir atgaminti, o elektromagnetiniai — radijui, tele- 
- vizijai, ryšiui sti kosminėmis raketomis. 

Elektromagnetiniai virpesiai. teikia žinių apie sudėtingiausius 
žvaigždžių gelmėse vykstančius procesus, apie sprogimus toli- 
mose galaktikose, apie tokius keistus dalykus, kaip pulsarai, kva- 
zarai ir kvazagai. Pasitelkę elektromagnetinius virpesius, tary- 
biniai mokslininkai nufotografavo nematomąją Mėnulio pusę ir 
amžinai debesimis užklotą Venerą. Tokie „virpesiai lydi ir biolo- 

giniūs procesus, pavyzdžiui dirginimo perdavimą nervais, širdies 
ir smegenų veiklą. Užrašydami juos, gydytojai gauna elektro- 
kardiogramas ir encefalogramas. Kaip sakė mokslo apie biosierą 
kūrėjas akademikas. V. Vernadskis, „aplink mus, mūsų viduje, 
visur ir visada, be pertraukos, amžinai. kisdami, sutapdami ir su-- 
sidurdami, sklinda įvairaus ilgio spinduliai — pradedant bango- 
mis, kurių ilgis matuojamas dešimčiamilijonosiomis milimetro da- 
limis, ir baigiant ilgomis, matuojamomis kilometrais“. 

- Bet svyravimai ne visada naudingi. Staklių vibracija veikia 
peilį ir apdorojamą detalę, kenkdama jos kokybei, skysčio vibra- 
cija ardo raketos kuro bakus, o lėktuvo sparnų vibracija nepa- 
Jankiomis sąlygomis gali sukelti katastrofą. Netgi gerai užveržta 
vibruojanti veržlė atsisuka, ir staklės pradeda klibėti. O pati bai- 
siausia vibracijos pasekmė — vidinės metalų štruktūros pakiti- 
mas, sukeliantis jų nuovargį, o po jo — staigų konstrukcijos su- 
irimą. Per uraganus kartais sugriūva svyruojantys tiltai. Žinomi 
atvejai, kai į upę įvirsdavo tiltai, kuriais koja kojon žygiuodavo . 
` kariniai daliniai. Kalvystės cechuose įvyksta katastrofos, kai 


* 
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keletas. mechaninių kūjų pradeda kalti i "akta, nes svyravimai, 
sukelti vieno jų, persiduoda kitiems: 

Taigi žmogaus kontroliuojami svyravimai yra gana naudingi: 

Ištrūkę iš šios kontrolės, jie pasidaro pavojingu „priešu. Bet, no- 
rėdami juos valdyti, žinoti, iš kur gresia pavojus, turime mokėti - 
svyravimus tirti, žinoti. jų savybes. O čia jau be matematinių 
skaičiavimų neišsivėrsime. 
. 2. Svyravimo skaitinės charakteristikos. Svyravimas yra la- 
bai svarbus, tačiau gana sunku tiksliai apibrėžti, ką reikia juo 
vadinti. Neišmatuojamas įvairiausių rūšių svyravimų kiekis truk- 
do išskirti bruožus, bendrus visoms šioms rūšims. Žinoma, gali- 
ma nubraižyti banguojančią kreivę arba pasakyti, kad svyravi- 
mas — tai kažkas banguojančio, pagaliau tiesiog pamosikuoti 
"ranka ore, tačiau vargu ar tokį „paaiškinimą“ galima н 
griežtu mokslinės sąvokos apibrėžimu. 

Pastebésime, kad svyravimo metu dydžiai kinta į vieną ir i 
kitą pusę nuo tam tikrų vidurinių reikšmių, tačiau perdaug nuo. | 
jų nenutolsta. Todėl, norint apibūdinti svyravimą, reikia parinkti 
skaičius, atitinkančius ne vieną momentą, o visą procesą. Svy-. 
ravimui būdingas dydžių kitimas dviem priešingomis kryptimis. 
Todėl, pavyzdžiui, palydovo sukimosi apie planetą“ negalima lai- | 
kyti svyravimu, nes jis juda viena kryptimi. Tačiau stebėtojas, 
esantis orbitos plokštumoje, matys ne sukimąsi, o palydovo pos- 
linkį tai vienon, tai kiton pusėn, t. y. svyravimą. Apskritai bet: 
kurio uždara kreive besisukančio taško projekcija tiesėje svy- 
ruoja. 

Kitas būdingas svyravimo bruožas — pasikartojimas. „Kartais 
visi svyravimą apibrėžiantys dydžiai po tam tikro laiko įgyja 
pradines reikšmes. Toks svyravimas vadinamas periodinių, o ma- 
žiausias laiko tarpas T, per kurį „viskas grįžta į vietas“, vadi- 
namas pagrindiniu svyravimo (ir apskritai bet kokio periodinio 
proceso) periodu. Vietoj periodo T galima nagrinėti jam atvirkš- 
čią dydį v= T — svyravimo dažnį, parodantį, kiek kartų tiria- 
"masis procesas arba svyravimas. pasikartoja per laiko vienetą. 

Pateiksime kai kurių gamtoje vykstančių, periodinių procesų 
dažnių reikšmes (visų dažnių dimensija s-!). 

Jei tiesa, kad šiandien išsiplėtusi Visata po šimto milijardų 
metų susispaus ir tas procesas periodiškai kartosis, tai Sis svyra-. 
vimas bus pats lėčiausias — jo dažnis apytiksliai lygus 10-19 — 
vienas svyravimas per 10!? s. Iš tų reiškinių, kurių buvimu nie- 
kas neabejoja, pats lėčiausias yra galaktikų sukimasis — vargu 
ar atsiras jėgos, sugebančios priversti greičiau suktis milijardus 
žvaigždžių. Mūsų Galaktika apsisuka vieną kartą per 250 mili- 
jonų metų, t. y. maždaug per 10!5 s. "Todėl šio proceso dažnis 
lygus 10718. 

Daug greičiau sukasi tarpusavio kandis veikiamų planety or- 
bitos — čia dažnis matuojamas skaičiumi 10-10, Push planetų 
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sukimosi dažnis dar didesnis — apie 10-8. Mėnulio fazių keitimo- 
si dažnis apytiksliai lygus 4-10-7, o potvynių ir atoslūgių — 
10-5. 1 metro ilgio svyruoklės svyravimo dažnis lygus 10°. Maž- 
daug tokiu pačiu dažniu kinta ir pulsarų ryškumas. Elektros 
laidais teka kintamoji srovė, kurios dažnis 50. Akustinių virpesių 
dažnis siekia 10*. Radiotelegrafijoje naudojami elektromagneti- 
niai virpesiai, kurių dažnis 105—108. Dar didėsnio dažnio (apie 
© 1012) yra infraraudonasis spinduliavimas, kurį sukelia sudėtingų 

molekulių. svyravimas. Regimąjį optinį spektrą apibūdina dažnis, 
lygus maždaug 10'* (šis spinduliavimas siejasi su elektronų šuo- 
liais iš vienos orbitos į kitą). Rentgeno spindulių dažnis yra 10!$, 


` о gama spindulių — 10%. Taigi dažnių diapazonas milžiniškas —- 


nuo 10-16 iki 1020 svyravimų per sekundę. Ir visgi, neatsižvel- 
giant į svyravimų prigimtį, yra daug charakteringų priklauso- 
"mybių, tinkančių visai skalei, pavyzdžiui potvyniams ir Rentgeno 
spinduliams. 

Kai svyravimas juda erdvėje, atsiranda bangos. Be to, per 
vieną periodą jis įveikia atstumą, vadinamą bangos ilgiu (pavyz- 
džiui, 300 000 km/s greičiu sklindančių radijo bangų gis lygus 


4 E km; čia.v — svyravimo dažnis). ; 


„ Kita svyravimo charakteristika — amplitudė, t. y. svyravimo 

. mostas. Paprastai amplitude vadinamas didžiausias svyruojančio 

dydžio nuokrypis nuo vidurinės reikšmės. Svyravimo amplitudė 

© irgi kinta plačiame diapazone — nuo „milijardų šviesmečių ^ (jei 
"tik teisinga pulsuojančios Visatos hipotezė) iki pikometro dalių, 
t. y. apytiksliai iki vandenilio atomo skersmens. 

Kiekvienas kūnas svyruoja apie tam tikrą vidurinę padėtį. 
Kartais ją būna nesunku rasti; nereikia sudėtingų skaičiavimų, 
kad suprastume, jog svyruoklė svyruoja apie pusiausvyros padė- 
tį. Bet kitais atvejais būna sunku tiesiogiai rasti vidurinę svy- 
ruojančio dydžio reikšmę. Pavyzdžiui, detektuojant svyravimus 
` (t. y. praleidžiant vienos krypties ir sulaikant priešingos krypties 
svyravimus), gaunamas .69 paveiksle pavaizduotas grafikas. Cia 
vidurinė reikšmė yra teigiama .іг mažesnė už svyravimų ampli- 
tudę, bet tik apskaičiavę galime pasakyti tikslią jos reikšmę. 

Ieškant periodiškai kintančio dydžio vidurinės reikšmės, rei- 
kia „nubraižyti to dydžio grafiką vieno periodo ribose ir rasti tokį 


yr 
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' skaičių a, kad "stačiakampio, kurio aukštinė a ir pagrindas T, 
plotas būtų lygus plotui tarp abscisių ašies ir nubraižyto grafiko 
(70 pav.). Kai grafiko dalis yra žemiau abscisių ašies, atitinka- 
ma ploto dalis imama su „minuso“ ženklu. Pavyzdžiui; sinusinio 
„svyravimo y=Asinx vidurinė -reikšmė lygi nuliui — plotas že- 
"miau abscisių ašies lygus plotui virš jos. Periodinės шын 
y=f(x) vidurinė reikšmė jc integralu 


Yva= + [ Kojas 


0 


`8. Iš trigonometrijos istorijos. Kai praktika iškelia matemati- 
kai naujų uždavinių, tėnka sugalvoti atitinkamą matematinį ара- 
ratą. Bet dažnai reikiamas instrumentas jau seniai saugomas 
kažkada sukurtų metodų sandėlyje kaip tuo metu dar nereikalin- 
gas arba naudojamas visai kitais tikslais. 

Taip atsitiko ir su periodinių judesių, būtent svyravimų, teori- 
ja. Pasirodė, kad parankiausia tokius judesius tirti, panaudojant 
seniai žinomas trigonometrines funkcijas. Bet pastarosios buvo ` 
sugalvotos visai kitais tikslais — jų reikėjo statybininkams ir ma- : 
tininkams, astronomams ir jūrininkams, kad galėtų apskaičiuoti 
trikampio kraštinių ir kampų sąryšius (žodis „trigonometrija“ 
kilęs iš graikiškų žodžių „trigonon“ — trikampis ir „metreo“ — 
matuoti). . į 

Senovės- graikų astronomai sudarė smulkias stygos ilgio. pri- 


klausomybés nuo centrinio kampo lenteles ir sugalvojo, kaip pa- - | 


gal jas apskaičiuoti trikampio elementus. Panašias lenteles sukū- 
Té II a. pr. m. e. Aleksandrijoje gyvenęs Hiparchas. Vėliau jas 
papildė Menelajus (I a. pr. m. e.) ir garsusis Ptolemėjas (II a.).: 
Iš esmės tai buvo. sinusų lentelės. Naudojantis jomis, galima 
„spręsti ne tik plokščiuosius, bet ir sferinius trikampius, t. y. tri- 
kampius, kurių kraštinės yra sieros didžiųjų skritulių lankai. 
Kai senovės graikų matematika nusmuko, tyrimus tęsė arabų 
mokslininkai. X a. Damaske gyvenęs astronomas al Batanijus 
ėmė vartoti naujas trigonometrines funkcijas — kolangentą ir- şe- 
kantą. Jis sudarė nedideles jų reikšmių lenteles, o Bagdado moks- 
lininkas Abu 'L Vefa išvedė keletą trigonometrinių tunkcijų s3- ' 
ryšių. Tačiau al. Batanijui ir Abu 'L Vefai trigonometrija buvo 
-tik astronomijos uždavinių sprendimo metodas, savotiškas astro- 


112 


nomijos įvadas, o astronomija buvo laikoma tik... astrologijos 
įvadu (tuomet tikėta, kad žvaigždžių ir planetų padėtis turi įta- 
kos žmonių likimui). 

Tik XIII a. Irane gyvenęs matematikas Nasir ad Dinas Tusis 
pradėjo nagrinėti trikampio kraštinių ir kampų sąryšius kaip ats- 
kirą matematikos sritį. Jis sukūrė bendrus pražulniųjų trikampių 
sprendimo metodus, įrodė sinusų teoremą ir t. t. 

Iš arabų matematikos atėjo ir „sinuso“ pavadinimas. Sinusas 
lygus stygos pusei, todėl arabai ji vadino „džiba“, reiškiančiu 
lanko temple. Bet arabų rašte vartojamos tik priebalsės, todėl šis 
žodis rašomas „džb“. Tomis pačiomis. priebalsėmis užrašomas ir 
žodis „džaib“, reiškiantis „lomą, užutekį“. Arabų rankraščius pra- 
dėję versti į lotynų kalbą, vertėjai neišsiaiškino, ką reiškia „džb“, 
o kadangi žodis „užutekis“ lotyniškai rašomas „sinus“, tai jie 
statinio ir įžambinės santykį pavadino sinusu. 

4. Harmoniniai svyravimai. Ir arabų matematikai, іг XV— 
XVII a. europiečiai mokslininkai (Regiomontanas, Retikusas ir 
kiti) sinusą laikė stygos ilgio puse. Todėl jo didumas priklausė 
nuo skritulio spindulio. Sinusą, kaip abstraktų skaičių, nesusietą 
su jokiomis atkarpomis, pirmasis pradėjo nagrinėti Oileris. Taigi 
sinusas pasidarė skaitinio argumento funkcija. Atsirado galimybė 
pritaikyti trigonometrines funkcijas, tiriant svyravimus. Vienas 
paprasčiausių svyravimų yra tolygiai apskritimu besisukančio 
taško M projekcijos judėjimas ašyje. Sis svyravimas nusakomas 
dėsniu 


х= В cos (2 fa): (1) 


čia R — apskritimo spindulys, T — laikas, per kurį taškas M ap- 
sisuka vieną karta, o skaičius о nurodo pradinę taško padėtį aps- 
kritime. 

Iš (1) lygybės matyti, kad harmoninių svyravimų amplitudė 
lygi apskritimo, kuriuo juda taškas M, spinduliui, o šių svyravi- 


mų dažnis yra = Paprastai vietoj šio dažnio nagrinėjamas 
kampinis dažnis © = 2: , parodantis, kiek kartų per 2л s apsi- 
suka taškas M. Taip pažymėję, gauname 

х= В cos(of--«). (2) 


Skaičius о vadinamas pradine svyravimo faze. 
Pritaikę dviejų kampų sumos sinuso formulę, harmoninius 
svyravimus galime išreikšti kitaip: 


х= В cos a cos ot-- R sin a sin ot. 
Trumpumo dėlei pažymėję R cos а= Cj, R sin a= C», turime: 


х= С, cos ot4- С» sin ot. | (3) 
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Iš (3) formulės nesunku gauti (2) formule — pakanka 
VC? +C} iškelti prieš skliaustus ir pažymėti raide R, S pa- 
žymėti cos a, о e sin a. | 

Harmoninio svyravimo nusakymas skaičiais R іг æ arba skai- 
čiais C, ir С» analogiškas plokštumos taško nurodymui polinė- 
mis arba Dekarto koordinatėmis. Dar daugiau, kiekvieną harmo- ` 
ninį svyravimą х= С cos o£4-Cossin ot galima pavaizduoti vek- 
toriumi, nubrėžtu iš koordinačių pradžios į tašką M (Cı; С»). Sio 
vektoriaus ilgis lygus svyravimo amplitudei, o kampas tarp vek-' 
toriaus ir abscisių ašies — pradinei svyravimo fazei. 

5. Svyravimų sudėtis. Kartais tas pats kūnas dalyvauja ke- 
liuose svyravimuose. Pavyzdžiui, kiekvienas orkestro instrumentas 
skleidžia garsą ir kartu sukelia oro svyravimą. Šie svyravimai 
sumuojasi vienas su kitu ir mus pasiekia kaip vienas garsas. 
Analogiškai elektromagnetiniai virpesiai, sukelti daugelio atomų 
persiskirstymo, sumuojasi vienas su kitu ir mus pasiekia kaip 
šviesos spindulys. 

Panagrinėkime, ką gauname, sudėję du harmoninius svyravi- 
mus. Čia reikia skirti atvejus, kai sudedamų svyravimų dažniai 
vienodi (pavyzdžiui, kai du smuikai groja unisonu) ir kai šie 
dažniai skirtingi. 

Pirmuoju atveju sudėję gauname tokio pat dažnio svyravimą. 
Iš tiesų sudedamus svyravimus galima išreikšti taip: х= 
A, cos of-- As sin of, х= В cos of-- Basin of. Tuomet, sudėję 
juos, gauname 


х= х1 +Х0= (A, + Bı) cos ot4- (4>+ B») sin ot, (1) 


t. y. tokio pat dažnio œ svyravimą. 

Toks svyravimų sumavimo būdas nėra itin patogus, nes sun- 
ku išsyk pasakyti, kokia bus suminio svyravimo amplitudė. Čia 
parankesnė yra geometrijos kalba, kai svyravimą х= С cos o! + 
+С» ѕіп ot pavaizduojame vektoriumi, einančiu iš koordinačių 
pradžios į tašką M(Ci; C>). (1) formulė rodo, kad, sumuojant 
svyravimus, vektorių koordinatės sudedamos, t. y. vektoriai su- 
dedami pagal lygiagretainio taisyklę. 

Vienodos fazės svyravimai (žodį „pradinės“ trumpumo dėlei 
fizikai praleidžia) vaizduojami tos pačios krypties vektoriais. Su- 
muojant tokius vektorius, jų ilgiai sudedami. Taigi, sumuojant 
vienodo dažnio ir vienodos fazės svyravimus, jų amplitudės su- 
dedamos. Kai sumuojamų svyravimų fazės skiriasi dydžiu m, tai 
` jų amplitudės atimamos, šį kartą vieno svyravimo iškilimą ati- 
tinka kito įduba, ir todėl vienas svyravimas slopina kitą. Bendru 
atveju, kai svyravimų fazės skiriasi kokiu nors kampu q, suminio 
svyravimo amplitudė lygi lygiagretainio įstrižainės ilgiui. 

Sudedant priešingos krypties svyravimus, gali atsitikti taip, 
kad gausime ne svyravimą, o rimtį. Harmoninių svyravimų ener- 
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gija proporcinga amplitudės kvadratui. Todėl sudedamų dviejų 
vienodų svyravimų energija padidėja ne du, o keturis kartus. 
Kai svyravimai yra priešingų krypčių ir vienodos amplitudės, 
gauname nulinį svyravimą, o kai amplitudės nevienodos — ne- 
didelės energijos svyravimą. 

‚ 6. Mūša. Gana sudėtingas reiškinys stebimas, sudėjus skir- 
tingo dažnio svyravimus. Pavyzdžiui, sudėję svyravimus x;= 
= А cos ot ir x9— А cos Of, gauname svyravimą 


Xx—X1-- X2 А (cos ot-- cos Qf) —2A cos rM t cos 2-9 t. 


Kai dažniai o ir Q mažai skiriasi, daugiklis cos t 


+Q 
2 


kinta gana lėtai, o daugiklio cos "“ + dažnis beveik toks pat, 


kaip ir sumuojamų svyravimų. Tokios rūšies svyravimas va- 
dinamas mūša (71 pav.). Kartais šis svyravimas šiek tiek netiks- 
liai, bet vaizdžiai apibūdinamas kaip harmoninis svyravimas st 
lėtai kintančia amplitude. Analogišką reiškinį gauname, kai svy- 
ravimų. amplitudės skirtingos. Šį kartą suminio svyravimo fazė 
irgi kinta lėtai. i 

Kartais negalime suvokti sumuojamų svyravimų dėl to, kad 
jų dažnis labai didelis, bet pastebime lėtą suminio svyravimo 
amplitudės kitimą. Pavyzdžiui, kai elektros lemputė prijungta 
prie dinamo mašinos, gaminančios kintamą srovę, kurios perio- 


das T= a s, tai lemputės ryškumo kitimas nepastebimas. Kai 


šią lemputę prijungiame prie dviejų dinamo mašinų, kurių pe- 
riodai mažai skiriasi, atsiranda mūša ir lemputė pradeda mirk- 
sėti. 

Mūša atsiranda ir laive, varomame dviejų sraigtų, kurių su- 
kimosi periodai artimi, bet visgi skirtingi. Svyravimai su perio- 
diškai kintančia amplitude naudojami radiotechnikoje. Radijo 
stotis siunčia į erdvę elektromagnetinius virpesius, kurių dažnis 
yra iki 15 megahercų (t. y. iki 15 milijonų svyravimų per sekun- 
dę). Šių virpesių amplitudės kitimo dažnis yra toks pat, kaip ir 
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garso dažnis (keletas šimtų arba tūkstančių svyravimų per se- 
kundę). | 

„Įdomus mūšos pavyzdys — vandenyno potvyniai ir atoslūgiai. 
' Veikiant Mėnulio ir Saulės traukai, vandenyno lygis visą laiką 
kinta. Maždaug per kiekvienas 12 h jis pasiekia didžiausią reikš- 
me, po to per 6 h — mažiausią. Tačiau Saulės traukos sukelto 
vandens lygio svyravimo periodas dėl Mėnulio sukimosi apie 
Zemę nesutampa su Mėnulio traukos sukelto svyravimo periodu. 
Pirmasis jų lygus 12 h, o antrasis — 12 h 45 min. Sumuojant 
šiuos artimo periodo svyravimus, gaunama mūša. Didžiausias 
potvynių aukštis maždaug 2,7 karto didesnis už žemiausią. 

7. Skriejiko-švaistiklio mechanizmas. 72 paveiksle pavaizduo- 
tas skriejiko-švaistiklio mechanizmas, kurio skriejikas AB per 
švaistiklį BC sujungtas su slankikliu C. Tolygiai sukantis skrie- 
jikui, slankiklis neharmoningai svyruoja. Tarkime, kad skriejiko 
sukimosi kampinis greitis lygus o, jo ilgis — r, o švaistiklio il- 
gis — Í. Tuomet laiko momentu 7 skriejikas su horizontalia kryp- 
timi sudaro kampą of. Iš trikampio ABC gauname:. 


x=|AC|=r cos ot+ 1 272 sin? ot=r cos ot4- 
rm (ZJ sin? ox. (1) 


Paprastai santykis -- yra nedidelis (apytiksliai 5) . Žinome, 


kad reiškinį V 176, kai œ reikšmės mažos, galima pakeisti ` 
suma 1+ v . Todėl sudėtingą svyravimą, apibrėžtą (1) formule, 
galima apytiksliai pakeisti tokiu: 
m I» rm : 9 — 

x=r cos œt + (! „p Sin ot) 

WIN T Ld 

=(I $) +r соз ot 4- jj ©05 2ot. | 
Pirmieji du dėmenys nusako harmoninį svyravimą kampiniu daž- 
niu œ taško /— i atžvilgiu, o trečiasis — harmoninį svyravimądu 
kartus didesniu dažniu. i 
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8. Spektrinė svyravimų analizė. Fizikoje sudėtinis svyravi- 
mas dažnai skaidomas į kelių harmoninių svyravimų sumą (ir 
netgi į sumą, turinčią be galo daug dėmenų). Toks skaidymas 
vadinamas spektrine analize. Skaidinyje gautų sinusinių svyravi- 
mų dažniai vadinami tiriamojo svyravimo spektru. 

Šie pavadinimai neatsitiktiniai. Šviesos spindulio skaidymas 
spektroskopu pagrįstas tuo, kad įvairios spindulio komponentės 
yra nevienodo dažnio, todėl jų lūžio rodikliai skirtingi. Vadinasi, 
spektrinė analizė rodo, koks yra spindulį sudarančių svyravimų 
dažnis. 

Spektrinė analizė — tai galinga priemonė atomams, moleku- 
lèms ir atomų branduoliams tirti Kiekviena spektro linija atitin- 
ka tam tikrą svyravimo dažnį, o jos intensyvumas parodo svyra- 
vimo energiją. Tiriant įvairaus dažnio svyravimų energiją, gali- 
ma padaryti išvadas apie šių svyravimų priežastis, t. y. apie svy- 
ruojančio kūno struktūrą. 

9. Spektrinė funkcijų analizė. Matematinis spektrinės anali- 
zės aparatas yra funkcijos reiškimas trigonometrinių funkcijų 
eilute f 


f(x) = 4+ } А, cos (osx a). | (0) 


n-l 


Aišku, kad sudėti be galo daug dėmenų neįmanoma. Todėl (1) 
lygybę suprantame taip: sudėję pakankamai daug dėmenų, gau- 
name sumą, kuri beveik nesiskiria nuo funkcijos f(x). 

Dėmenis natūralu imti tokio pat periodo T, kaip ir skaido- 
mos funkcijos periodas. Todėl visi kampiniai dažniai o, turi būti 


„proporcingi pagrindiniam dažniui o— m „t. y. (1) eilutės iš- 
raiška turi būti tokia: 


f (x) =A0+ x Ancos (nox-4- an). (2) 
n=l ` 
Tai pažįstama Furjė eilutė. 

Periodiniai svyravimai skaidomi į sinusinius dėmenis įvai- 
riomis mašinomis. Yra mašinų, kurios sprendžia ir atvirkščią už- 
· davinį — iš sinusinių dėmenų gauna visą svyravimą, t. y. randa 
(tam tikru tikslumu) visos (2) begalinės eilutės sumą. Kartą, 
norėdami patikrinti tokios mašinos darbą, mokslininkai paskyrė 
jai užduotį — išskaidyti sinusiniais dėmenimis svyravimą, kurio 
grafikas pavaizduotas 73 paveiksle, a, o paskui pasiūlė visus 
gautus harmoninius svyravimus sudėti. Susumavusi mašina nu- 
. braiZé ne 73 paveiksle, a pavaizduotą grafiką, o tokį, koks yra 73 
paveiksle, b, t. y. su papildomomis uodegėlėmis. Iš pradžių many- 
ta, kad tokios uodegėlės atsirado dėl mašinos netobulumo, ir gal- 
vota, kaip ją pataisyti. Bet paskui amerikiečių fizikas Dž. Gib- 
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sas įrodė, kad tokios uodegėlės atsiranda visada, kai svyravi- 
mo grafikas turi trūkio tašką. Teorema buvo pavadinta jo vardu 
(Gibso reiškinys), nors ją „atrado“ mašina. 

10. Praktinis spektrinės analizės taikymas. Jau rašėme apie 
spektrinės analizės taikymą optikoje. Bet su ja susiduriame ir 
kitose mokslo šakose, pavyzdžiui telefoninio ir telegrafinio ryšio 
teorijoje. Nutiesus per Atlanto vandenyną telegrafo kabelį, pasi- 
rodė, kad juo negalima perduoti telegramų. Vietoj taškų ir brūkš- 
nių į kitą kabelio galą ateidavo visiškai nesuprantami signalai. 
Kabelio veikimą pradėjo tirti Kelvinas. Pirmiausia jis signalus 
išskaidė į sinusinės komponentes ir išnagrinėjo, kaip jos perduo- 
damos kabeliu. Pasirodė, kad įvairaus dažnio svyravimai slopsta 
nevienodai, be to, jų sklidimo greitis yra skirtingas. Todėl kitą 
kabelio galą pasiekusių svyravimų suma pasidaro visai nepanaši 


į perduotą signalą. Kelvinas ne tik atskleidė priežastį, trukdžiu- : 


sią perduoti telegramas, bet ir sugalvojo, kaip ją pašalinti. Pa- 
gal jo nurodymus perdirbtu kabeliu signalai buvo perduodami 
neiškraipyti, ir transatlantinis ryšys susitvarkė. 

11. Harmoniniai svyravimai ir tamprumo jėga. Iki šiol har- 
moninius svyravimus nagrinėjome tik kinematiškai — aiškinomės, 
kaip juda’ svyruojantys taškai, kaip sumuojami svyravimai ir kt. 
Bet, norėdami žinoti, kur galime susidurti su harmoniniais svy- 
ravimais, nuo ko priklauso jų dažnis ir amplitudė, turime išnag- 
rinėti juos sukeliančias jėgas. 

Vėl nagrinėkime tolygų materialaus taško judėjimą apskriti- 
mu. Masės rm tašką, besisukantį spindulio r apskritimu kampiniu 
greičiu o, veikia įcentrinė jėga F=mo?R, nukreipta į apskritimo 
centrą (74 pav.). Sios jėgos projekcija Fx horizontalioje ašyje 
lygi — mo?R cos p. Galima sakyti, kad būtent ši projekcija ir 
verčia tašką svyruoti. Bet х= R cosq — tai svyruojančio taško N 
(taško M projekcijos) nuokrypis nuo taško O. Todėl Р, = — možx. 
Taigi gavome pagrindinį svyravimų dinamikos rezultatą. 
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Harmoninius svyravimus sukelia jėga, kuri proporcinga $0у- 
ruojančio taško nuokrypiui nuo pusiausvyros padėties ir nukreip- 
ta šiam nuokrypiui priešinga kryptimi. 

Tokia jėga, kuri stengiasi grąžinti tašką į pusiausvyros padėtį, 
dažnai vadinama ѓатргито jėga. Taigi harmoninių svyravimų 
atveju Ftampr= — kx. Kampinis svyravimo dažnis o, svyruojančio 
taško masė m ir koeficientas A susiję labai paprastu sąryšiu. 
Norėdami jį rasti, nagrinėkime tolygiai besisukančio taško pro- 
jekciją. Tokiu atveju veikianti jėga lygi mo?x. Vadinasi, k— mo?, 


t. y. o= r Tokios pat išraiškos priklausomybė yra ir bend- 


ruoju atveju. Kuo didesnė k reikšmė, t. у. kuo stipresnė jėga 
grąžina svyruojantį tašką į pusiausvyros padėtį, tuo didesnis 
svyravimo dažnis. Didėjant taško masei, svyravimo dažnis ma- 
žėja. Tai tinka ir sudėtingesnių sistemų, pavyzdžiui stygos, svy- 
ravimui: kuo labiau įtempta styga, tuo aukštesnis jos tonas, kuo 
storesnė styga, tuo jos tonas žemesnis. 

Dabar jau nesunku paaiškinti, kodėl tamprieji kūnai pradeda 
harmoningai svyruoti. Esmė tokia: pagal Huko dėsnį tamprumo 
jėga proporcinga nuokrypiui nuo pusiausvyros padėties. Būtent, 
kuo labiau ištempta spyruoklė, tuo didesnė jėga stengiasi ją sus- 
pausti. Iš to aišku, kaip galime gauti harmoninį svyravimą. Ma- 
sės m svarstelį prikabinkime prie spyruoklės. Ši, veikiama svare- 
lio sunkio, išsitempia, ir svarelis užima tam tikrą pusiausvyros 
padėtį. Patemptas žemyn ir be pradinio greičio paleistas svars- 
telis harmoningai svyruoja apie pusiausvyros padėtį. Šio svyra- 


5 “= "= [E à 
vimo kampinis dažnis о= y&: čia k — spyruoklės standumas 


(jis atlieka koeficiento & vaidmenį Huko dėsnyje F— —kx). Aps- 
kritai šio svyravimo išraiška yra tokia: x=A cos (0t4+-a). Norė- 
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dami rasti A ir œ reikšmes, turime atsižvelgti į pradines sąlygas, 
teigiančias, kad laiko momentu £—0 svarstelis buvo nutolęs nuo 
pusiausvyros padėties atstumu хо ir neturėjo pradinio greičio. 
Sioms sąlygoms tinka tik sprendinys, kurio A=x4 ir а=0, t. y. 
X= Хо COS Ol. 

Kai pusiausviro svarstelio netempiame, o pastumiame žemyn 
pradiniu greičiu vo, tai gauname svyravimą, nusakomą dėsniu 


x= E sin of. Šio svyravimo amplitudė tiesiog proporcinga pra- 


diniam greičiui оо ir atvirkščiai proporcinga o, t. y. 1. Tai 
suprantama, nes kuo didesnis pradinis greitis, tuo didesnis ir 
svyravimo. mostas. Antra vertus, kuo standesnė spyruoklė, tuo 
greičiau ji sustabdo besileidžiantį svarstelj Sunkus svarstelis 
yra labai inertiškas, todėl, esant tam pačiam pradiniam greičiui, 
nuokrypis padidėja. Suprantama, tiriant buvo panaudota daug 
tiesiogiai nesuformuluotij prielaidų. Pavyzdžiui, · manėme, kad 
visa spyruoklė yra tolygiai ištempiama, nekreipėme dėmesio į 
jos masę. Jeigu, tempdami svarstelį žemyn, sulaikytume vietoje 
spyruoklės vidurį, tai gautume visai kitokį svyravimą. . 

12. Harmoninių svyravimų diferencialinė lygtis. Ieškodami 
harmoninį svyravimą sukeliančios jėgos, panaudojome įcentrinės 
jėgos sąvoką. Panagrinėkime šį klausimą kitu požiūriu — parašy- 
kime harmoninių svyravimų diferencialinę lygtį. Bet pirmiau tu- 
rime išmokti diferencijuoti trigonometrinę funkciją х= R cos (o£-4- 
+a). 


Vėl imkime tašką M, kuris kanipinių greičiu o sukasi spin- 
dulio R араш, Kiekvienu laiko momentu / šio taško greičio 


vektoriaus v kryptis sutampa su apskritimo liestine (t. y. vek- 
torius statmenas spinduliui, nubrėžtam par. lietimosi tašką), o 


jo ilgis lygus cR. Bet tuomet vektoriaus v река abscisių 
ašyje išreiškiama formule 
=oR cos (9+ 5) =—oR ѕіпф= —oR sin (0+ о) 


(žr. 74 pav.). Tai reiškia, kad pagal dėsnį x=R cos (оі+а) 
harmoningai svyruojančio taško М momentinis greitis išreiškia- 
mas formule v4= —oR sin (of--a). Kadangi momentinis greitis 
lygus koordinatės išvestinei, tai 


[R cos (ot--a)j' =—0 R sin (o!+a). 
Pavyzdžiui, kai R=1 ir 4=0, gauname 
(cos o)'= — о sin ot. 


Analogiškai, išnagrinėję taško ir greičio vektoriaus projekci- 
ią ordinačių ašyje, įsitikiname, kad 


(sin wt)” = о cos ot. 
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Pagreitis — tai greičio išvestinė. Todėl harmoninio svyravimo 
pagreitis išreiškiamas taip: 


ах:=0'= [—oR sin (o! -- a)]' — —0? R cos (of4- a). 


Prisimine, kad R cos (of--a) — tai Ox ašimi svyruojančio taško 
N abscisė, šią lygybę galime parašyti taip: а= — o? x. 
Norėdami rasti pagreitį, turime apskaičiuoti greičio išvestinę. 
Bet greitį gavome, išdiferencijavę koordinatę laiko atžvilgiu. Va- 
dinasi, . pagreitis — tai koordinatės antroji išvestinė laiko atžvil- 


^ d?x E x: "T i 
giu: a= 5 - X". Todėl anksčiau gauta harmoninio svyravimo 


pagreičio išraiška rodo, kad x” = — œ? x. 

Ši lygtis — tik kitaip parašytas jau žinomas faktas, kad har- 
moninius svyravimus sukelia jėga, proporcinga nuokrypiui nuo 
pusiausvyros padėties. Bet visgi ši išraiška yra bendresnė ir 
abstraktesnė negu anksčiau gautos lygties. Dabar jau galima 
nagrinėti ne tik mechaninius svyravimus, bet ir visus procesus, 
kurių dydžio kitimo pagreitis proporcingas šiam dydžiui ir yra 
priešingo jam ženklo. O tokie procesai pasitaiko dažnai. Pavyz- 
džiui, prie tampraus siūlo prikabintas ir paleistas diskas prade- 
da atsukti siūlą, be to, sukimosi greitis didėja. Praėjęs pusiaus- 
vyros padėtį, diskas pradeda suktis lėčiau, susukdamas siūlą į 
priešingą pusę. Taip gaunamas svyravimas, kuris vadinamas šu- 
kamuoju. Galima įrodyti, kad tokio svyravimo kampinis pagrei- 
tis proporcingas sąsūkos kampui ir yra priešingo jam ženklo.. 
Vadinasi, sąsūkos kampas kinta pagal jau žinomą dėsnį ф= 
= А cos (о#+а). . | 

Sujungtoje elektrinėje grandinėje, kurios talpa C ir indukty- 
vumas L, atsiranda kintamoji srovė. Remdamiesi elektros srovės 
dėsniais, įsitikintume, kad srovė grandinėje irgi kinta pagal for- 


mule /=A cos (ot+a); čia o= y B. 


13. Svyruoklės svyravimas. Ne visada pagreitis yra tiksliai 
proporcingas pačiam dydžiui. Ir siūbuojantis bažnyčios sietynas, 
kurį stebėjo Galilėjus, ir laikrodžio svyruoklė, ir Tomo Sojerio 
siūbuojama prie virvės pririšta padvėsusi žiurkė fizikos požiūriu 
yra tas pats — fizikinė svyruoklė. Kad būtų lengviau nagrinėti, 
svyruojantį konkretų kūną galime pakeisti materialiu tokios pat 
masės tašku, sukoncentravę ją šio kūno sunkio centre, o taip pat 
nekreipti dėmesio į oro pasipriešinimą, siūlo lankstumą bei tam- 
pumą ir pagaliau į trintį siūlo pakabos taške. Padarę tokias prie- 
laidas, gauname idealizuotą sistemą, kuri vadinama matematine 
svyruokle. $ t 

Suprantama, šio idealizuoto objekto svyravimo dėsnis skiriasi 
nuo to, kurį gauname, tiksliai atsižvelgę į visas reiškinio detales. 
Bet, kaip rašo žymus svyravimų specialistas anglas R. Bišopas, 
„inžinierius turi žinoti, kad apytikslės teorijos paprastai yra Zy- 
miai naudingesnės už sudėtingas, labai pretenduojančias į tiks- 
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lumą“. Norėdami parašyti matematinės svyruoklės svyravimo 
diferencialinę lygtį, turime suvokti, kad tangentinis svyravimo 
pagreitis (t. y. pagreitis, nukreiptas liestine) lygus Ip“; čia I 
siūlo, prie kurio prikabinta svyruoklė, ilgis, ф — šio siūlo nuokry- - 
pio nuo vertikalės kampas. Sunkio tangentinė komponentė lygi 
—mgsin q. Todėl pagal antrąjį Niutono dėsnį gauname mlọ” = 
= — тұ sin Фф, iš čia 

q" — — & sing. . (1) 


Tai ir yra matematinés svyruoklés svyravimo diferencialiné 
lygtis. Ji nesutampa su harmoninių svyravimų lygtimi — pagrei- 
tis proporcingas ne pačiam kampui g, o jo sinusui. Bet mažo 
kampo sinusas beveik lygus šio kampo radianiniam matui: 
sinp=ųp. Todėl, kai mosto kampas mažas, (1) lygtį galima pa- 
keisti paprastesne lygtimi: 


Ją jau mokame spręsti: ф= А cos (of--a); čia œ= #_ Sio 


svyravimo periodas lygus 21 ; t.y. 2m Vi . Jis priklauso nuo 


siūlo ilgio / ir nuo laisvojo kritimo pagreičio g, bet nepriklauso 
nuo svyravimo amplitudės ir nuo svyruojančio taško masės. 


Iš lygybės Т=2л V = matyti, kad, didėjant svyruoklės il- 


giui, didėja svyravimo periodas. Todėl, tikslinant senovinių laik- 
rodžių eigą, tekdavo laikas nuo laiko reguliuoti svyruoklės ilgį. 
Tačiau net labai gerai sureguliuotas ir iš poliarinės srities į pu- . 
siaują atvežtas laikrodis su svyruokle pradeda atsilikti. Dėl iš- 
centrinės jėgos ir pailgėjusio Žemės spindulio sunkis prie pusiau- 
jo yra mažesnis negu prie poliaus, todėl g reikšmė mažesnė, o 
T — didesnė. 

Vieno metro ilgio svyruoklės svyravimo periodas beveik lygus 
2 s. Kitaip tariant, į vieną pusę tokia svyruoklė nusvyra maždaug 
per 1 s. Todėl, kai po 1789 m. revoliucijos Prancūzijoje buvo pra- 
dėta kurti metrinė matų sistema, tokios „sekundinės“ svyruoklės 
ilgis kartu su Žemės meridiano ilgio keturiasdešimtmilijonąja da- 
limi pretendavo į pagrindinio ilgio vieneto vaidmenį. 

14. Priverstiniai svyravimai. Rezonansas. Nuo seno Rusijoje 
skambėjo varpai. Jų skambesys buvo girdimas ir švenčių dieno- 
mis, ir užpuolus priešui, ir sukilus liaudžiai. Bet įsupti sunkų 
kelis pūdus sveriančio varpo liežuvį sudėtinga — reikia pataikyti 
į jo savųjų svyravimų taktą. Tik tuomet gaunamas reikiamas 
mostas ir varpas pradeda skambėti visoje apylinkėje. 

Tokie svyravimai, kai svyruojantis kūnas juda veikiamas išo- 
rinės jėgos, vadinami priverstiniais svyravimais. Panagrinėkime 
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atvejį, kai svyravimus sukelianti jėga kinta pagal sinusinį dėsnį 
Fpriverst— B cos Of. Tokia jėga tempia svyruojantį kūną tai į vie- 
. ną, tai į kitą pusę. Tarkime, kad, be šios jėgos, veikia ir tamprumo 
jėga, proporcinga nuokrypiui nuo pusiausvyros padėties. Tuomet 
svyravimus sukelianti atstojamoji jėga lygi — Rx 4 Bcos Ot. Pri- 
taikę antrąjį Niutono dėsnį F=ma ir prisiminę, kad a—x", gau- 
name: 

mx" = —kx + BcosQt. (1) 


Tai ir yra priverstinių svyravimų diferencialinė lygtis. 
Nenagrinėdami, kaip ji sprendžiama, išsyk parašysime atsa- 
kymą: 
B 
x=Acos (o! +a) + mog CS Qt. 
Čia o?— A, о A ir a— bet kokios konstantos, priklausančios 


nuo pradinių sąlygų. Pavyzdžiui, kai svyravimų pradžioje kūnas 
yra pusiausvyros padėtyje, t. y. kai pradinės sąlygos x(0) =0, 
x” (0) =0, sprendinys atrodo taip: 

į B (cos Qf —cos ot) | (2) 


udis т(02— 92) 


Šio svyravimo grafikas gana sudėtingas — јо amplitudė tai 
didėja, tai mažėja. Iš (2) formulės nesunku sužinoti, kad didžiau- 
sia amplitudė (ji gaunama, kai соз О?=—соз оѓ#= 1) lygi 
Nun Todėl, kai Q reikšmės mažai skiriasi nuo œ reikš- 
mių (t. y. kai kūnas svyruoja į savųjų svyravimų taktą), apii 


tudė gali pasidaryti labai didelė — apytiksliai lygi o rs 


Ypač įdomus atvejis, kai priverstinės įėgos dažnis Q sutampa 
su savųjų svyravimų dažniu œ. Sj kartą jau negalima taikyti (2) 
formulės, nes ir skaitiklis, ir vardiklis lygus nuliui. Bet matemati- 
koje sukurti būdai tokių reiškinių riboms skaičiuoti. Reikia skir- 


tuma cos 0/—cos ot pakeisti sandauga 2 sin 95е. sin 27° t 


ir r dėmesį į tai, kad reiškinys sin LZ t beveik lygus 


„kai o—Q reikšmės yra mažos. Tuomet, suprastine trup- 


menos skaitiklį ir vardiklį i$ o—€ ir artédami prie ribos, kai 
. Q—*o, gauname: 


o- 


„_ Btsinet ` 
Šis atvejis nuo anksčiau йш шай] (kai svyravimų mostas 
buvo aprėžtas) skiriasi tuo, kad dabar svyravimų mostas neap- 
rėžtai didėja, nes formulėje yra daugiklis t. Suprantama, gautą 
rezultatą reikia traktuoti kaip idealizuotą realaus proceso mate- 
matinį modelį — kai svyravimų amplitudė pernelyg didelė, nus- 
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toja galioti prielaidos, kurias padarėme, išvesdami (3) formulę, 
be to, atsiranda labai didelės jėgos, ardančios svyruojantį kūną. 

Amplitudės padidėjimas, atsirandantis, kai priverstinės jėgos 
ir savųjų svyravimų dažniai būna artimi, vadinamas rezonansu. 
Lotyniškai šis žodis reiškia „duodantis atgarsį“. Pirmą kartą re- 
zonansas pastebėtas, tiriaht akustinius virpesius — dainuojant ar- 
ba užgaunant gitaros stygą, pradeda skambėti atitinkamai sude- 
rintas kamertonas. Akustinius virpesius sudaro daug harmonikų, 
ir, kai bent vienos jų dažnis sutampa su savųjų kamertono svy- 
ravimų dažniu, gaunamas atgarsis. 

Tačiau rezonansu greitai susidomėjo žmonės, visai neturintys 
rojalio derintojo muzikinės klausos. Atsiradus staklėms, turin- 
čioms greitai besisukančių dalių, garo turbinoms ir t. t., įvykda- 
vo nepaaiškinamų katastrofų. Kai sukimosi greitis pasiekdavo 
tam tikrą reikšmę, staklės taip sudrebėdavo, kad sugadindavo 
apdorojamą detalę, o blogiausiu atveju pačios subyrėdavo į ši- 
pulius. Tokias pat katastrofas patirdavo turbinos — dėl blogos 
centruotės atsirasdavo išcentrinė jėga, periodiškai siūbuojanti at- 
ramas. Ir kai šios jėgos kitimo dažnis (priklausantis nuo turbi- 
nos sukimosi greičio) pataikydavo į atramų savųjų svyravimų 
taktą, atsirasdavo rezonansiniai svyravimai. Jie ypač pavojingi 
lėktuvams ir raketoms. Juk lėktuvą sudaro daug tūkstančių da- 
lių, kurių kiekviena turi savąjį svyravimo dažnį. Variklių veiki- 
mas sukelia viso lėktuvo vibraciją, іг, Каі bent vienos šios vibra-: 
cijos harmonikos dažnis sutampa su kurios nors detalės svyravi- 
mo dažniu, gali įvykti avarija. Suprantama, konstruojant lėktuvą, 
apskaičiuojama, kiek jis atsparus tokiems svyravimams, kad būtų 
galima pašalinti visus įmanomus rezonansus. Bet lėktuvas toks 
sudėtingas, kad naujų konstrukcijų pavyzdžius visgi būtina iš- 
bandyti ore. | 

Gana pavojingas pakabinamųjų tiltų rezonansas. Tiltai kartais 
sugriūva, kai per juos koja kojon žengia kariniai daliniai. 1831 m. 
sugriuvo Brautono tiltas Mančesteryje, kuriuo žygiavo 60 karei- 
vių. Baisi katastrofa atsitiko Prancūzijoje, kai Anžero pakabinamu 
tiltu koja kojon žygiavęs 500 žmonių bataljonas taip mušė žings- 
nį, jog tiltas pradėjo siūbuoti jų maršo taktan ir nugriuvo į be- 
dugnę, šioje katastroioje žuvo 226 kareiviai. 

Bet rezonansas turi ir teigiamų bruožų. Nesuderinę radijo 
imtuvo ir radijo laidos dažnių, neišgirstume nė vieno garso. 

15.. Slopinamieji svyravimai. Kad konstrukcijose atsirandantys 
svyravimai nebūtų tokie žalingi, stengiamės juos nuslopinti, arba, 
kaip sako inžinieriai, dempferuoti. Susilpninti svyravimus turi 
automobilių konstruktoriai — kitaip labai ilgai korpusą siūbuotų 
lingės. Architektai stengiasi nuslopinti akustinius virpesius, nes 
, kitaip į mūsų šeimyninius pokalbius galėtų įsiterpti kaimynai, 
gyvenantys keliais aukštais aukščiau. Dar svarbesnė yra svyravi- 
mų slopinimo problema statybininkams, statantiems namus seis- 
miškai pavojingose vietovėse. 
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Svyravimai slopinami įvairiais būdais: panardinant svyruo- 
jantį kūną į klampų skystį (pavyzdžiui, į alyvą), panaudojant 
aukšto energijos sklaidos lygio medžiagas, padengiant skydus 


+ specialiais mišiniais, pakeičiant ištisines plokštes sluoksniuotomis 


(jose svyravimai greičiau slopsta), panaudojant įvairius tarpik- 
lius iš putų plastmasės, gumos ir t. t. 

Išnagrinėkime pirmąjį slopinimo būdą, kai svyruojantis kūnas 
panardinamas į klampų skystį. Kiekvienas patyrėte, kad, greitai 
bėgant, oro pasipriešinimas didėja. Tarkim, aplinkos pasiprieši- 
nimas proporcingas judėjimo greičiui. Suprantama, ši hipotezė, 
kaip ir daugelis kitų anksčiau padarytų prielaidų, tik apytiksliai 
atspindi realų procesą — iš tikrųjų aplinkos pasipriešinimo pri- 
klausomybė nuo judėjimo greičio yra sudėtingesnė. Bet mes ke- 
tiname gauti tik kokybinį reiškinio vaizdą, o tokiu atveju verta 
uždavinį supaprastinti taip, kad būtų lengviau jj išspręsti. 

Apskritai, nagrinėjant naują reiškinį, pravartu iš pradžių pa- 
daryti prielaidas, kurios gana apytiksliai atitinka tikrovę, bet 
užtat palengvina uždavinio sprendimą. I$sprende supaprastintą 
uždavinį, susidarome bendrą vaizdą apie tiriamojo reiškinio dės- 
ningumus ir galime grubiai apibūdinti procesą. Suprantama, taip 
pasielgę, neįvertiname daugelio subtilumų. Jie nagrinėjami toli- 
mesniame etape. Šiuo metu tyrimo procesą žymiai sutrumpina 
greitaeigės elektroninės mašinos, tačiau ir šiandien mokslininko 
intuicija, leidžianti jam sukurti supaprastintą reiškinio modelį, 
nekreipiant dėmesio į nesvarbius veiksnius ir išskiriant esminius, 
neprarado savo reikšmės. 

Taigi panagrinėkime masės m materialųjį tašką, judantį tiese 
ir veikiamą dviejų jėgų: tamprumo jėgos, proporcingos taško nuo- 
krypiui nuo pusiausvyros padėties ir besistengiančios tašką grą- 
žinti į šią padėtį, bei aplinkos pasipriešinimo jėgos, proporcingos 
judėjimo greičiui ir priešingos jam krypties. Tuomet Ftampr= 
= — kx, F pasipries == —RoV, О atstojamoji jėga F, veikiantį tašką, 
lygi — ki X — kov: 

Pritaikę antrąjį Niutono dėsnį, gauname ma= F= —k x — kov. 
Prisiminę, kad pagreitis a—x", o greitis v=x", šią lygybę galime 
parašyti taip: S a | : 

x" 4- 20x' -- o?x — 0 
(visus démenis perkéléme j kairiaja lygties puse, abi lygties pu- 
ses padalijome iš m ir pažymėjome 7? —2 ð, xc 

Kai 6=0, t. y. kai nėra aplinkos pasipriešinimo, taškas svy- 


ruoja harmoningai kampiniu dažniu o= ja . Kai 80, bet 
ӧ<о, taško judėjimo dėsnis nusakomas formule 

. x—Ae- "sin (œt +a); 
čia œ= V «?—682. Vadinasi, aplinkos pasipriešinimo poveikis 
dvejopas. Pirma, kampinis svyravimų dažnis mažėja — vietoj o 
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75 pav. 


jis pasidaro lygus V 0Ž—62. Antra, atsiradus daugikliui е“, 

svyravimų mostas, laikui bėgant, mažėja, nes e— ^ artėja prie 

nulio, kai / neaprėžtai didėja. Svyravimų amplitudė per vieną pe- 
215 


riodą, t. y. per laiko tarpą [о; z] „ sumažėja e |“ kartų. 
Skaičius d= — vadinamas slopinamųjų svyravimų logaritmi- 
niu dekrementu. Kuo jis didesnis, tuo greičiau slopsta svyravimai. 
Po tam tikro laiko svyravimų amplitudė pasidaro tokia maža, kad 
netgi jautriausi prietaisai nepajėgia jų pagauti. Slopinamųjų svy- 
ravimų grafikas pavaizduotas 75 paveiksle. 

Kitokio pobūdžio yra judėjimas, kai aplinkos pasipriešinimas 
toks didelis, kad 6>0 (pavyzdžiui, kai svyruoklė svyruoja ne 
ore, o kokiame nors skystyje). Sj kartą judantis kūnas nesvyruo- 
ja, o lėtai artėja prie pusiausvyros padėties. 

16. Modeliavimas. Nagrinėdami mechaninius svyravimus, kele- 
tą kartų paminėjome ir elektrinius virpesius. Šie reiškiniai iš 
esmės yra skirtingi, bet apibrėžiami vienodomis diferencialinėmis 
lygtimis. Reikia tik vietoj masės imti krūvį, vietoj greičio — 
srovę, vietoj aplinkos pasipriešinimo — laidininko varžą, vietoj 
spyruoklės standumo — ritės induktyvumą ir t.t. Kai skirtingi 
reiškiniai apibūdinami vienodomis diferencialinėmis lygtimis, tai 
vienus jų galima modeliuoti kitais, t. y., stebint vienus reiški- 
nius, galima tirti kitus. Tarkim, norime išsiaiškinti, kaip gręžinių 
rajone po žeme juda nafta. Stebėti požeminį naftos judėjimą 
sunkoka, todėl remiamės tuo, kad skysčio ir elektros krūvių judė- 
jimo lygtys yra vienodos. Surenkame elektrinę grandinę, kurioje 
elektros krūvių judėjimas paklūsta toms pačioms sąlygoms, kaip 
ir nagrinėjamas naitos judėjimas. 

Išmatavę įtampą ir srovę įvairiuose grandinės taškuose, galė- 
sime sužinoti, kur parankiausia gręžti greZinj, kur reikia paleisti 
vandenį, norint padidinti naftos išsiurbimą, ir t.t. Reiškiniai 
modeliuojami gana dažnai. Suprantama, taip galime daryti tik 
tada, kai esame įsitikinę, jog abu reiškiniai matematiniu požiū- 
riu vienodi. 


VII SKYRIUS 


KAIP PRADĖJO VEIKTI „BŪTIES IR NEBŪTIES 
HIBRIDAS“ 


1. Nereikalingas grožis. Jau senovės indai žinojo, kad ne 
visos kvadratinės lygtys išsprendžiamos. Pavyzdžiui, nėra tokio 
skaičiaus a, kad būtų teisinga lygybė a?--2a4-26—0. Bet ir jie, 
ir arabų matematikai, tyrinėję lygčių teoriją, dėl to nesijaudino — 
juk ne viskas pasaulyje turi sprendinį. Bet po to, kai XVI a. 
Tartalija, apie kurį jau rašėme anksčiau, išvedė kubinės lygties 
*3+px+4=0 sprendinių formulę, atsiskleidė labai nuostabūs 
dalykai. 

Pasirodė, kad, ieškant realiųjų lygties šaknų, reikia traukti 
kvadratinės šaknis iš neigiamų skaičių! Norint paaiškinti susi- 
dariusius keblumus, teko išeiti už realiųjų skaičių aibės ribų ir 
įvesti kitos rūšies skaičius. Jų išraiška tokia: a--bi; čia a ir b — 
realieji skaičiai, o i — skaičius, kurio kvadratas lygus —1 (= 
= —]). Tokie skaičiai negali būti nei teigiami, nei neigiami, to- 
dėl jie laikomi „sofistiškais“, t. y. pernelyg gudriais. Dabar tokie 
skaičiai vadinami kompleksiniais. 

Pirmą kartą savo knygoje juos paminėjo italų mokslininkas 
Kardanas (1501—1576), bet jiems skyrė mažai dėmesio. Daug 
detaliau šiuos skaičius aprašė jaunesnis Kardano amžininkas 
Bombelis (1526—1573). Jis buvo inžinierius hidraulikas, bet do- 
mėjosi algebra ir parašė apie ją knygą, kuri išleista 1572 metais. 
Sioje knygoje Bombelis išnagrinėjo veiksmus su kompleksiniais 
skaičiais ir parodė, kad, operuojant su jais aritmetiškai, vėl gau- 
nami kompleksiniai skaičiai, pavyzdžiui: 


(3+4i)'+ (7—6i) 210—921, 
(5+8i) (2—31) =10+16i—15i—-242=34+i, 


3420. (342) (4-3) 64174 6,17. 
гзта (4—31) (4--3i) 25 25 25° 


Pasirodžius Bombelio knygai, kompleksiniai skaičiai pradėti 
taikyti įvairiose algebros srityse. Pritaikius juos, daugelį algeb- 
ros dėsnių pavyko suformuluoti bendriau, ko negalima buvo pa- 
daryti, naudojant tik realiuosius skaičius. Pavyzdžiui, dabar ga- 
lima teigti, kad kvadratinė lygtis visada turi dvi šaknis, o kubi- 
nė — tris. Todėl matematikai padarė išvadą, kad r-tojo laipsnio 
lygtis visada turi r šaknų (kai kurias šaknis teko skaičiuoti 
po kelis kartus, pavyzdžiui, lygties x2—4x4+4=0 šaknį 2). 
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Tačiau visas šitas grožis pasirodė nelabai reikalingas — jokiose 
srityse kompleksiniai skaičiai tuo metu dar nebuvo taikomi. Leib- 
nicas netgi vadino juos „būties ir nebūties hibridu“, nes jie eg- 
zistavo, bet nereiškė jokių realių dydžių. Matematikoje nereika- 
lingo grožio nebūna. Graži matematikos teorija, kuri šiandien 
atrodo gana tolima praktikai, anksčiau ar vėliau bus pritaikyta 
pačiose netikėčiausiose srityse. Suprantama, ji iš „egzistuojan- 
čios“ į „taikomą“ pasikeičia įvairiai. Pavyzdžiui, lošimų ir infor- 
macijos teorija, matematinis programavimas, optimaliojo valdy- 
mo teorija atsirado iš praktikos poreikių ir išsyk buvo pritaikytos, 
sprendžiant uždavinius. O kompleksinių skaičių dar laukė ilgas 
kelias, kol jie buvo panaudoti sprendžiant taikomuosiūs užda- 
vinius. · 
| 2. Kompleksiniai skaičiai ir trigonometrija. XVIII a. pradžioje 

trigonometrija buvo ne tik mokymo disciplina, bet ir besiplėto- 
jantis mokslas. Daugelis matematikų ieškojo trigonometrinių ta- 
patybių ir iunkcijų naujų savybių. Labai įdomių formulių atrado 
prancūzas Muavras. 

Nagrinėdamas cos nx ir cos x sąryšį, jis išvedė formulę 


cos nx +i S nx= (cos x--i sin x)", 


siėjančią trigonometrines funkcijas ir menamuosius skaičius. Pri- 
taikę ją, nesunkiai rastume, pavyzdžiui, cos 3x. Užtenka parašyti 


cos 3x 4-i sin 3x= (cos x+i sin x)3— 
= cos? x—3 cos x sin? x Fi (3 cos? x sin x— sin? x), 


ir jau aišku, kad 


cos 3x = cos? x— 3 cos x sin? x=4 cos? x —3 cos x, 
sin 3x —3 cos?x sin x —sin? x=3 sin x — 4 sin? x. 


XVIII a. pradžioje kompleksiniai skaičiai buvo visų pripažin- 
ti — labai daug rezultatų gaunama su jais. Matematikai ramiai 
sumavo ir daugino, atiminėjo ir dalijo kompleksinius skaičius ir 
netgi traukė šaknis iš jų. Bet, norint, kad šie skaičiai užimtų 
tvirtas pozicijas moksle, reikėjo, išmokti taikyti jiems visas kitas 
analizės operacijas — apskaičiuoti laipsnius, kurių rodikliai yra 
menami, menamų skaičių sinusus ir kosinusus ir t.t. Kelią tam 
atvėrė laipsninės eilutės. 

3. Laipsninės eilutės. Paprasčiausią laipsninę eilutę skaityto- 
jas jau pažįsta — tai begalinė geometrinė progresija 


l-c-x-Tx$F.. Mx"... 


эче Se PODRES n кена gauname Ix. 1 х"-1= 
J=% 
1— 
tys nuo x тейи: 1) kai |x|>1, sumos modulis neaprėžtai dí- 
dėja, jis didėja ir kai x=1, o kai х= —1, pakaitomis gaunamos 


galimi du atvejai, priklausan- 
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sumos, lygios 1 ir 0; 2) kai |x| «1, didėjant n, reiškinys х" ar- 
tėja prie nulio, ir, eidami prie ribos, gauname: 


1-Ех+...+х"—1+...= LL. (1) 


1—х 


: Diferencijuodami іг integruodami galime gauti daug kitų for- 
mulig. (1) formulėje vietoj x parašę —x ir panariui suiritegravę 
nuo nulio iki x, turime: 


ш(1+х) =r- £43. CDT (2) 
| (1) formulę išdiferencijavę panariui, gauname: 


is n—2 al. 
1+2х+..:+ (n—1)x^7?4.. = TŽ: 
Abi šios formulės teisingos, kai |x| «1. Bet (2) formulė teisinga ` 
ir tada, kai x=1: ‚ 


(77! 
3 +... (3) 


Apskaičiuoti pagal šią formule 1п 2 labai nepatogu: norint 
gauti atsakymą keturių ženklų po kablelio tikslumu, reikia sudėti 
(3) eilutės bent 10000 narių. Todėl praktikoje tokiems apskai- 
čiavimams taikomos eilutės, kurios duoda labai tikslų atsakymą, 
susumavus nedaug narių. . 

Norėdami funkcijas išreikšti laipsninėmis eilutėmis, dažnai 
taikome neapibrėžtų koeficientų metodą. Tuo tikslu funkciją para- 
šome eilute, kurios koeficientai nežinomi, o paskui pagal funk- 
cijos savybes D jų reikšmes. Pavyzdžiui, įrašę eilutę 


=00+ 0X +.. + anx.. 
į diferencialinę Жы y'=y, kurią tenkina rodiklinė funkcija y= 
=ех, randame а„һ—1=па„һ. Kadangi е0=1 ir a9=1, tai an= iy 
Taip gauname iunkcijos e* od 


=1+х+; = lE 


In 2=1— 3*3 EE 


= "ЕР... (4) | 


Analogiškai iš moet lygties y“4-y=0, kurią tenkina 
funkcijos y=sin x ir y=cos.x, sužinome, kad 


А 2t E. E = (—1)^-1x25-1 
sin x—x s stg, tv (5) 

А _ XP x^ - ' (—1)"-—-1x2n-2 
cos x=1 T t BT T (6) 


Griežto kritiko akimis žiūrint, taip samprotauti jokiu būdu 
negalima — juk nejrodéme, kad galima begalines eilutes pana- 
riui diferencijuoti, nepatikrinome, ar tik vienintele laipsnine eilu- 
te išreiškiama funkcija, o svarbiausia, pradėjome samprotauti, 
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padarę prielaidą, kad taip išreikšti galima. Todėl būtų geriau 
gautąją formulę skaityti taip: „Kai e* (sin x arba cos x) galima 
išreikšti laipsnine eilute, tai ši eilutė turi būti tokia, kokią ga- 
vome“. 

XVIII a. matematikai eilutes vartojo, negalvodami apie jokį 
griežtą išvedimą, ramiai elgėsi su jomis, tarytum su baigtinėmis 
sumomis. Bet XVIII a. pabaigoje išryškėjo pirmieji negerovės 
požymiai. Patekusios į didžiųjų mokslininkų ne tokių talentingų 
mokinių rankas, begalinės eilutės pasidarė per daug pavojingas 
ginklas, ir greta teisingų rezultatų atsirado daug lygybių, kurių 
prasmės niekas nesugebėjo paaiškinti. 

Tik Gauso (1777—1855), Abelio (1802—1829) ir Koši darbai 
begalinių eilučių srityje padarė tvarką. Paryžiaus Mokslų Aka- 
demijoje perskaitytas Koši pranešimas, kuriame kritikuojamas 
lengvabūdiškas elgesys su begalinėmis eilutėmis, tiek sukrėtė 
Laplasą, jog šis didysis mokslininkas išskubėjo namo, kad galėtų 
patikrinti eilutes savo „Dangaus mechanikoje“. Juk šiame moks- 
le, kuris visiems atrodo tikslumo pavyzdžiu (ne veltui sakoma 
„astronominiu tikslumu“), skaičiavimas pagrįstas reiškimu eilute, 
atmetant mažus dėmenis. Bet Laplasui viskas baigėsi laimingai. 
Jis suvokė, kokios eilutės tinka skaičiavimui, o kokios — ne. 

4. Nuostabioji formulė. Poetas pasakė: 

Tarp žiedo kontūro ir kvapo egzistuoja 
Griežti ryšiai — vos juntamai, slaptai“. 
(V. Brivsovas, „Sonetas formai“) 


Dar subtilesni, valdingesni, o kartais ir netikėtesni yra ryšiai 
tarp skaičių. Kas gali būti bendro tarp skaičių x ir e? Pirmąjį 
randame apskritimo ilgio formulėje, antrąjį — organinio augimo 
dėsnyje, ir, atrodytų, nėra priežasčių jiems susitikti vienoje for- 
mulėje. Ir visgi jie dažnai vartojami kartu. Žinomas amerikiečių 
fizikas Nobelio premijos laureatas Eugenas Vigneris pasakoja 
tokią istoriją. 

„Susitiko kartą du bičiuliai, pažinoję vienas kitą dar iš mo- 
kyklos laikų, ir išsišnekėjo, ką kuris veikia. 

„Vienas jų tapo statistiku ir prognozavo gyventojų skaičių. Savo 
darbo atspaudą statistikas padovanojo buvusiam bendraklasiui. 
Darbas, kaip įprasta, prasidėjo Gauso tikimybių pasiskirstymo 
dėsniu.! Statistikas paaiškino bičiuliu, kokią prasmę turi simbo- 
liai, vartojami darbe, žymint gyventojų skaičiaus tikruosius, vi- 
dutinius rodiklius ir t.t. Bičiulis buvo šiek tiek nepatiklus ir 
pagalvojo, ar statistikas nesišaipo iš jo. 

— Iš kur tu žinai, kad viskas yra būtent taip, o ne kitaip? — 
paklausė jis.— O koks čia simbolis? 

— Šitas, — atsakė statistikas,— tai skaičius m. 


1 
! Jo išraiška tokia: q (x) — Vox e 
д 
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— O ką jis reiškia? 

— Apskritimo ilgio ir jo skersmens santykį. : 

— Na, žinai, kalbék, bet nenusikalbék,— įsižeidė statistiko bi- 
čiulis.— Ką bendro turi gyventojų skaičius ir apskritimo ilgis?“ 

Koks bebūtų stebinantis skaičių e ir л susitikimas tikimybių 
teorijoje, dar nuostabesnė kita formulė, kurioje, be šių skaičių, 
dar yra menamasis vienetas i: 


еі +10. 


Amerikiečių mokslininkai Е. Kezneris іг Dž. Djumenas rašė: 

„Šią garsią formulę — ko gero, kompaktiškiausią ir garsiau- 
sig iš visų formulių — Oileris atrado pirmiau negu Muavras. Jau 
daugiau kaip šimtmetį žinoma, ši formulė Bendžamenui Pirsui ! 
atrodė tarytum apreiškimas. Aptikęs ją, jis kreipėsi į studentus 
tokiais žodžiais: ,,DZentelmenai, tai tikriausiai tiesa, bet ji abso- 
liučiai paradoksali; mes negalime jos „suprasti, nesuvokiame, ką 
ji reiškia, bet ją įrodėme, ir todėl žinome, kad ji turi būti tei- 


Galima sutikti su jų nuomone, kad ši iormulė daro stulbinantį 
įspūdį, kai pamatai ją pirmą kartą. Joje kalbama apie skaičių 
kėlimą menamuoju laipsniu. Ir netgi skaitytojai, įpratę kelti skai- 
čius laipsniais, kurių rodikliai trupmeniniai, gali nustebti, jei 
· pasiūlytume skaičių pakelti laipsniu лі. Ir visgi tai nėra labai 
sudėtinga. Reikia tik prisiminti 3 skyrelio (4) formule, kuri e* 
išreiškia eilute, ir joje x pakeisti ai: 


eni—]-rzxi4 L +...=1— 54 5 


Jei dešinėje šios lygybės pusėje imtume pakankamai daug dė- 
menų, atsakymas būtų kiek norima artimas —1. Vadinasi, еті = 

5. Oilerio formulė. Suprantama, skaitinės formulės e*i--1-—0 
patikrinimas — tai dar ne griežtas jos įrodymas. Matematikoje 
yra teiginių, kuriuos dideliu tikslumu patikrino skaičiavimo ma- 
šinos, tačiau ir šiandien jie dar neįrodyti. Todėl turime išsamiai 
išnagrinėti Muavro lygybę. Mes ne tik padarysime tai, bet iš- 
vesime dar bendresne formule, būtent įrodysime, kad 


ei* — cos x J- í sin x. (1) 


Norint gauti šią E pakanka eds 


! Žinomas XIX a. amerikiečių matematikas. 
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skaičių x pakeisti skaičiumi ix ir atskirti realiąją dalį nuo me- 
namosios. Gausime 

; х? at ‚ КЫЫ 

е = (1- op ar i 4] + (х ati ia ) . 
Bet eilutė, parašyta pirmuosiuose skliaustuose, уга cos x, o ant- 
ruosiuose — sin х, todėl (1) lygybė įrodyta. Ji vadinama“ Oilerio 
formule, nors, išanalizavus per anksti mirusio anglų matematiko 
Koteso (1682—1716) rankraščius, pasirodė, kad šią formulę jis 
žinojo dar prieš Oilerį. Manome, ne veltui Niutonas pasakė po 
jo mirties: „Jei Kotesas būtų dar gyvenęs, suZinotume šį tą naujo“. 

Įrašę į Oilerio formule х=л, gauname jau žinomą formulę 

e"i=cos n+i sin n=.—l1+i-0=—1. Remiantis Oilerio formule, 
o e galima pakelti bet kokiu kompleksinių laipsniu, pavyz- 
žiui: 


2+1; 2; A... 2 V2 : 
е T -—ge =e (cos = +isin х) ау? (1+2. 
| 4 4 2 
Iš jos nesunku. sužinoti, kad 
e-i*—cos x—i sin x. (2) 


Sudéje (1) ir (2) formule bei padalije sumą pusiau, randame 


cos x— UL s (3) 
Analogiškai 
sin х= =. (4) 


(1), (2), (3) ir (4) formulė teisinga ne tik su realiosiomis, 
bet ir su kompleksinėmis x reikšmėmis. Pavyzdžiui, iš (3) formu- 
„lės gauname . 2 

. еёейде-Ё#. elte ij 

COS i= -a ту = 1,6. 

Vadinasi, mokykloje vartojamas teiginys, kad kosinuso reikšmės 
yra ne didesnės už vienetą, teisingas tik su papildoma sąlyga — 
argumentas turi įgyti realiąsias reikšmes. O kompleksinėje sri- 
tyje kosinuso reikšmės gąli būti kiek norima didelės. 

Pritaikę Oilerio formulę, galime įrodyti vieną rodiklinés funk- 
cijos savybę, būtent periodiškumą! Tik jos periodas yra menamas 
ir lygus 2лї. Jokiu būdu neįtartumė, kad ji turi tokią savybę, 
jei šią funkciją nagrinétume tik realiųjų skaičių aibėje. Tikrai 
"pagal Oilerio formule e?*—:cos 21 -- i ѕіп'2л= 1, todėl 

ех+2лі Lex e?xi = £F, 


Pagal Oilerio formulę galima apskaičiuoti kompleksinių (tarp 
jų ir neigiamų) skaičių logaritmus. Pavyzdžiui, iš lygybės еті = 
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= — 1 išplaukia, kad 1n(—1) =ai. Beje, čia reikia būti atsargiems, 
Kadangi rodiklinė funkcija yra periodinė, tai lygybė eritžkmi= 
= —1 teisinga, koks bebūtų sveikas skaičius A, todėl galime sa- 
kyti, kad 1n(—1) —3zi, 5ai ir t.t. Apskritai kiekvieną komplek- 
sinį skaičių (išskyrus nulį) atitinka ne viena, o be galo daug 
logaritmo reikšmių. 

Taigi kompleksinėje srityje pagrindinės elementariosios funk- 
cijos glaudžiai siejasi viena su kita; dabar aišku, kodėl vienu 
atveju taško judėjimas besipriešinančioje aplinkoje apibūdinamas 
trigonometrine funkcija, o kitu — rodikline funkcija. 

Muavro formulė tiesiog gaunama iš Oilerio. formulės, nes ją 
galima parašyti taip.: : 
pinx— (ei). 


: Dar pabrėšime, kad kompleksiniai skaičiai padeda kompak- 
tiškiau parašyti ir Furjė eilutę: 


№) = У an. 


Suprantama, dabar tenka sumuoti ne nuo nulio, o nuo — oo, bet 
užtat visų narių išraiška yra vienoda. 

6. Matematikų karalius ir matininkas. ,,Gausas man primena 
aukščiausią kalnyno viršūnę. Kalnų grandinės atskiros viršūnės 
kyla vis aukštyn ir aukštyn, kol pasiekia ribinį aukštį galingame 
centre iškilusiame milžine; statūs šio kalnų milžino skardžiai 
pereina į naujos formacijos žemumą, į kurią toli рег daugelį 
dešimčių kilometrų įsiskverbia jo atšakos ir tekančios nuo jo 
srovės neša su savimi drėgmę ir gyvybę“, — taip apie Gausą rašė 
žymus vokiečių matematikas Felikšas Kleinas (1849—1925). 

Reikia pasakyti, kad mokslininkai paprastai yra рапа santū- . 
rūs ir stengiasi nerodyti emocijų, bent jau spausdintuose dar- 
buose. Tad tokie žodžiai, kokius Kleinas pasakė apie Gausą, vel- 
tui netariami. Gauso vaidmens, kurį jis atliko, užbaigdamas 
XVIII a. matematiką ir plėtodamas ją XIX amžiuje, negalima 
lyginti nė su vieno jo amžininko vaidmeniu. Daug atradimų, su- 
kėlusių jaunų mokslininkų ginčus dėl prioriteto, ramiai ilsėjosi 
neskelbtuose Gauso rankraščiuose, nors jie buvo gauti jau tada, 
kai jaunieji varžovai dar buvo net negimę. Gausas buvo labai 
reiklus sau ir neskubėjo skelbti rezultatų. 

Suprantama, jis negalėjo nesidomėti kompleksinio kintamojo 
funkcijų teorijos problemomis — juk jos buvo labai svarbios to 
meto matematikai. Dar būdamas studentu, Gausas padarė nuo- 
stabų atradimą matematikoje: jis įrodė, kad kiekvieną daugia- 
narį, kurio koeficientai yra realūs, galima išskaidyti pirmojo ir 
antrojo laipsnio dauginamaisiais. Gausas įrodė šią teoremą ke- 
liais būdais. Bet jau pirmasis jų, paskelbtas 1799 metais, iš ėsmės 
rėmėsi kompleksinių skaičių teorija. Tiesa, Gausas iš jaunų dienų 
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mokėjo „slėpti pėdsakus“ — visame darbe kompleksiniai skaičiai 
"nepaminėti nė žodžiu, o ten, kur jie turėjo būti, Gausas sujungė 
paporiui, kad visi menamieji skaičiai dingtų. 

Mat Gausas nebuvo įsitikinęs, jog kompleksinių skaičių teori- 
ja logiškai pagrįsta, be to, jis, kaip jau minėjome, buvo labai 
reiklus sau ir visą gyvenimą vadovavosi principu „Nieko nelaikyti 
padarytu, jei даг galima šiek tiek padaryti“. Daugelis matemati- 
kų buvo kitokios nuomonės. Pavyzdžiui, jaunesnis Gauso amži- 
ninkas Jakobis sakė mokiniams: „Ponai, Gauso griežtumui netu- 
rime laiko“. 

Vėliau Gausas sugalvojo kompleksinių skaičių geometrinę in- 
terpretaciją, leidusią įveikti visus sunkumus. Jis pasiūlė skaičių 
x+iy vaizduoti plokštumos tašku, kurio koordinatės x ir y. Po- 
linės šio taško koordinatės buvo pavadintos skaičiaus 2=x+iy 
moduliu ir argumentu. Modulis apskaičiuojamas pagal formulę 


r= М2, o argumentas ф — pagal formules cos p= ^, sin ф= 
== L. Tuomet skaičių z galima parašyti taip: 
z=x+iy=r cos q--ir sin p=r (cos фі sin q). 


Prisimine, kad pagal Oilerio formule cos q-Físinq-e!9?, gau- 
name nuostabią kompleksinio skaičiaus išraišką: 


x+iy=re'9. 


Reikia pasakyti, kad dar prieš Gausą tokią pat kompleksinių 
skaičių interpretaciją pasiūlė kuklus danų matininkas Veselis 
(1745—1818). Tačiau į tai niekas neatkreipė dėmesio — Veselio 
darbas buvo išspausdintas danų kalba, o paties Veselio niekas 
nežinojo. Tokio pat likimo susilaukė ir prancūzų matematikas Ar- 
ganas (1768—1822), kuris analogišką interpretaciją pasiūlė 
1806 metais. Bet po to, kai Gausas 1831 Metais savaip komen- 
tavo kompleksinius skaičius ir nuodugniai pagrindė jų teoriją, 
o taip pat išnagrinėjo pastarosios taikymą aukštojoje aritmeti- 
koje, šie skaičiai įsiliejo į matematiką kaip lygiateisiai matema- 
tinių sąvokų bendrijos nariai. 

Gauso, Veselio ir Argano sukurta kompleksinių skaičių geo- 
„metrinė interpretacija atskleidė, kodėl taip ilgai nepavyko šių 
skaičių pritaikyti kitose srityse. Juos stengtasi pritaikyti dydžiams, 
kurie skaičių ašyje vaizduojami taškais (temperatūrai, atstumui, 
masei ir t. t.), o tokiems dydžiams užtenka realiųjų skaičių. Komp- 
leksiniai skaičiai yra naudingi tuomet, kai dydis vaizduojamas 
plokštumos tašku arba plokštumos vektoriumi. Greitai paaiškėjo, 
kad tokių dydžių yra labai daug. Kompleksinio kintamojo funk- 
cijų teorija buvo pritaikyta, tiriant skysčio tekėjimą, tamprumo 
teorijoje, kartografijoje. 

7. Geografija ir matematika. Tolimos kelionės vandenynais 


privertė kartografus susimąstyti apie jų atlasų tikslumą. Netgi 
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nedaug suklydus žymint salą žemėlapyje, laivas galėjo sudužti, 
užplaukęs ant rifų toje vietoje, kurioje žemėlapyje buvo pažymėta 
jūros gelmė. Jūrininkai nuo seno svajojo apie žemėlapį, kuris ab- 
soliučiai tiksliai atvaizduotų Žemės paviršių. Bet netgi sferos 
negalima tiksliai pavaizduoti plokštumoje — mat iškraipomas ats- 
tumas. O ką jau kalbėti apie sukimosi elipsoidą arba dar,sudėtin- 
gesnį paviršių! 

Beje, jūrininkams užtekdavo žemėlapių, kuriuose griežtai iš- 
saugotos „žemiškos“ kryptys. Laivą jie vairuodavo pagal kompa- 
są, ir kol kampas tarp laivo kurso ir meridianų žemėlapyje sutap- 
davo su kampu Žemės paviršiuje, viskas buvo neblogai. Būtent, 
lygiagretės ir meridianai žemėlapyje turėjo susikirsti stačiuoju 
kampu, kadangi Žemės paviršiuje šie kampai visada yra statūs. 

Žemėlapiai, kuriuose neiškreipti kampai tarp kreivių, šian- 
dien vadinami konforminiais (išlaikančiais forma). Tokiuose že- 
mėlapiuose Žemės paviršiaus mažos dalys vaizduojamos į jas pa- 
našiomis figūromis: maži kvadratai — mažais kvadratais, maži 
apskritimai — mažais apskritimais „ir t. t. Bet, braižant dideles 
figūras, panašumas iškraipomas, ir kartais mažos šalys arba sa- 
los žemėlapyje užima daug daugiau vietos negu didelės. 

Pirmą konftorminj žemėlapį 1569 metais nubraižė flamandų 
kartograias Merkatoras. Šis žemėlapis pavaizduotas 76 paveiks- 
le. Jame Grenlandija užima beveik tiek pat vietos, kiek ir Pietų 
Amerika, nors iš tikrųjų jos plotas yra septynis kartus mažesnis. 
Bet užtat su kampais viskas gerai — skaitytojas mato, kad visi 


76 -pav. 
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77 pav. 


ири tarp meridiariy ir lygiagrečių šiame žemėlapyje yra sta- 
ūs. 
| Nei Šiaurės, nei Pietų polius į Merkatoro žemėlapį nepateko — 
jame jie vaizduojami kaip be galo nutolę taškai (todėl taip didėjo 
poliarinių sričių plotas). Plaukiojant po arktines platumas, pato- 
gesnis yra žemėlapis, kuris gaunamas projektuojant stereogratiš- 
kai — sfera projektuojama iš Pietų poliaus į plokštumą, liečiančią 
Zemės paviršių Šiaurės poliuje. Ši projekcija taip pat konforminė, 
bet lygiagretės jau vaizduojamos ne tiesėmis, o apskritimais 
(77 pav.). 
Bendrą konforminių projekcijų teoriją 1777 metais sukūrė Oile- 
ris. Visos projekcijos gaunamos viena iš kitos plokštumos kon- 


forminėmis transformacijomis, t. y. transformacijomis, nekeičian- | 
čiomis kampų tarp kreivių. Bet kokią plokštumos transformaciją. 
apibrėžia taško M (x; y) vaizdo N (u; v) koordinačių priklausomy- ` 


bės nuo x ir y: 
u-u(x, y),  v-o(x, y). (1) 


Oileris įrodė, kad tokia transiormacija yra konforminė tik tada, 
kai 


ax xc | (2) 
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arba 
Qu __ до ди Ov 


везао (3) 


Patį terminą „konforminė transformacija“ po 12 metų įvedė geo- 
metras Šubertas. Dabar pasidarė aišku, kaip braižyti Žemės pa- 
viršiaus konformines projekcijas (paprastumo dėlei šį paviršių 
laikome sfera). Iš pradžių reikia imti kurią nors konforminę sie- 
ros projekciją plokštumoje (pavyzdžiui, stereograting), o paskui 
pritaikyti gautajam žemėlapiui bet kokią konformine plokštumos 
i ES t. y. transformaciją, tenkinančią (2) ir (3) Oilerio 
sąlygą. а 

Kadangi transformacijų, tenkinančių šias sąlygas, уга be ga- 
lo daug, tai galima nubraižyti be galo daug kiekvienos šalies 
‚ konforminiy projekcijų. Kai uždavinys turi daug sprendinių, vi- | 
sada kyla noras išrinkti iš jų geriausią. P. Čebyšovas 1856 m. 
suformulavo ir išsprendė tokią kartografijos problemą: rasti to- 
kią nagrinėjamos šalies konforming projekciją, kad jos teritori- 
joje mastelis būtų mažiausiai iškraipomas. Nepateikdamas įro- 
dymo, jis pranešė, kokios turi būti sąlygos, kad mastelis visuose 
kontūro taškuose būtų vienodas. Didysis mokslininkas mirė, ne- 
spėjęs paskelbti šios teoremos įrodymo. Ilgus metus matematikai 
bandė ją įrodyti ir galiausiai pradėjo abejoti, ar teisingas Ceby- 
šovo teiginys. Tik 1896 m. rusų matematikas Gravė (1863—1939) 
sugebėjo atkurti dingusį įrodymą. | 

Daug metų manyta, kad Čebyšovo rezultatas svarbus tik teo- 
rijai — skaičiavimas, kuriuo gaunamos projekcijos, buvo labai su- 
dėtingas. Bet, sukūrus greitaeiges skaičiavimo mašinas, pavyko 
šiuos sunkumus nugalėti. ' ' 

8. Konforminiai atvaizdžiai ir kompleksiniai skaičiai. Parašęs 
7 skyrelio (2) ir (3) lygtis, Oileris pastebėjo, kad jos glaudžiai 
siejasi su kitu jį dominančiu objektu — kompleksinio kintamojo 
funkcijomis. Kiekvieną tokią funkciją o-—f(2) galima pakeisti 
dviejų realiųjų kintamųjų funkcijų pora. Reikia œ išreikšti suma 
u+iv, о z— suma x+iy ir vietoj o—f(z) parašyti u=u(x, у), 
v=v(x, y). Taigi kiekviena kompleksinio kintamojo funkcija yra 
plokščios srities atvaizdis į plokščią sritį, kuriuo taškas M (x; y) 
atvaizduojamas į tašką N (u; v). 

Apskritai šis atvaizdis gali būti bet koks. Bet „geros“ komp- 
leksinio kintamojo funkcijos (pavyzdžiui, kintamojo z daugiana- 
riai) yra diferencijuojamos. Vadinasi, jų pokytį Ao galima iš- 
reikšti suma 

Ao - AAZ - aA2, 


kurios о artėja prie nulio, kai Az artėja prie nulio, o А — komplek- 
sinis skaicius. Sig formule palygines su III skyriaus 19 skyrelio 
formule, išreiškiančia Ay, skaitytojas supras, kad A yra funkcijos 
à —f(z) išvestinė, t. y. f' (2). i 
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Atmete dėmenį «Az, kuris yra mažas, kai Az mažas, gautume 
Ao AAz. Iš veiksmų su kompleksiniais skaičiais savybių nesunku 
sužinoti, kad tuo atveju, kai lygybė Ло= АЛ2 tiksli, funkcija o 
yra tiesinė: 0=A2Z4-6. Tuomet ją atitinkantis atvaizdis yra ly- 
giagretusis postūmis, posūkis koeticiento A argumentui lygiu kam- 
pu ir homotetija, kurios koeficientas |A]. 

Visi trys atvaizdžiai nekeičia kampų tarp kreivių. Todėl šią 
savybę turi ir atvaizdis, apibrėžiamas funkcija o— Àz-rb. Iš to 
galima padaryti išvadą, kad ir atvaizdis, nusakomas diferencijuo- 
jama funkcija o—f(2), nekeičia kampų tarp kreivių (bent jau 
tuose taškuose, kuriuose (2) 750). Bet tik šiuo atveju, pereinant 
nuo taško prie taško, ir posūkio kampas, ir homotetijos koeficien- 
tas kinta. Galima įrodyti, kad diferencijuojamumo sąlygos išreiš- 
kiamos tomis pačiomis Oilerio lygybėmis, kaip іг konformiškumo 
sąlygos. 

Kurioje nors srityje diferencijuojamos funkcijos vadinamos 
analizinėmis šioje srityje. Tokios yra funkcijos, kurias galima iš- 
reikšti laipsninėmis eilutėmis. O funkcija o-—f(z), kai f(z) — 
analizinė, vadinama antianalizine. Kiekvieną konforminį žemėlapį 
atitinka analizinė arba antianalizinė funkcija, parodanti, kaip iš 
stereografinės projekcijos gauti šį žemėlapį. Pavyzdžiui, Merka- 
toro projekcija gaunama iš stereograiinės atvaizdžiu о =1п z. Sis 
atvaizdis lygiagretes ir meridianus vaizduojančių apskritimų ir 
spindulių tinklą pakeičia viena kitai statmenų tiesių tinklu. 

9. Hidrodinamika ir tamprumas. 1899 metais vyko anglų Laivų 
inžinierių draugijos pavasario susirinkimas. Norvegas Brunas per- 
skaitė pranešimą apie denyje esančių išpjovų ir kiaurymių įtaką 
bendram laivų stiprumui. Neseniai prieš tai kelių mylių atstumu 
nuo Niujorko perlūžo milžiniškas garlaivis, susidūręs su burlaiviu. 
Ši katastrofa nėjo visiems iš galvos, todėl suprantama, kad pra- 
nešimas buvo išklaustytas ypač atidžiai. 

Brunas paėmė pailgą gumos lapą, subraižė jį kvadratais ir 
išpjovė jame įvairios formos kiaurymes. Po to, ištempęs lapą 
išilgine kryptimi, jis nagrinėjo kreives, kurios susidarė iš lape 
nubraižytų tiesių. Šios kreivės rodė deformacijos, vadinasi, ir įtem- 
pimo, pasiskirstymą. Brunas siūlė su tokiais modeliais nagrinėti 
įvairios formos kiaurymių įtaką stiprumui. 

Tarp klausytojų buvo Aleksejus Krylovas. Jis prisiminė, kaip 
tos pačios draugijos pernai vykusiame posėdyje profesorius 
Chel Šou demonstravo prietaisą, kuris stebėtinai tiksliai projek- 
tavo skysčio srovę ekrane ir rodė, kaip šis skystis apteka įvairias 
kliūtis. Atsitiktinai viena Bruno padaryta kiaurymė buvo tiksliai 
tokios pat formos, kaip ir Chel Šou bandymo kliūtis. Krylovas 
pastebėjo, kad Bruno kreivės sutampa su Chel Šou srovių krei- 
vėmis. 

Jis gavo draugijos praėjusių metų pranešimus, paprašė žodžio 
ir paaiškino, kad šis sutapimas toli gražu neatsitiktinis. Pasirodė, 
jog Bruno būdas — tai mechaninis, o Chel Sou būdas — hidrodi- 
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naminis to paties matematikos uždavinio sprendimas. Todėl ne- 
verta daryti tokių sudėtingų modelių ir'paskui tempti gumą. Rei- 
kia tik į Chel Šou prietaisą įstatyti atitinkamos formos kliūtį ir 
nufotografuoti srovės kreives — visas deformacijos vaizdas gau- 
. namas automatiškai. Toks visai skirtingų sričių reiškinių sugreti- 
nimas buvo netikėtas susirinkimui — ten sėdėjo inžinieriai, o ne 
matematikai, ir tik A. Krylovo asmenyje laimingai derinosi pla- 
čios matematinės žinios ir laivų statybos inžinieriaus talentas. 

Vėliau tą patį uždavinį išsprendė akademikas N. Pavlovskis, 
panaudojęs elektrą. Jis rado jėgų linijas laidžioje plokštelėje, 
kurioje buvo išpjautos tam tikros formos kiaurymės. 

Ką bendro turi tamprumo teorijos, hidrodinamikos ir elektros 
teorijos uždaviniai? Kodėl pagal vienos srities uždavinio spren- 
dinį galima spręsti, koks bus kitos srities panašių uždavinių spren- 
dinys? Taip yra dėl to, kad visi tie reiškiniai apibūdinami tomis 
pačiomis diferencialinėmis lygtimis, o šios glaudžiai siejasi su 
kompleksinio kintamojo funkcijų teorija. 

Šiandien sunku nurodyti tizikos, technikos, mechanikos sritį, 
kurioje nebūtų taikomi kompleksiniai skaičiai, kompleksinio kin- 
tamojo funkcijų teorijos metodai — ar būtų tiriamas lėktuvo ju- 
' dėjimas ore, laivo — okeane, elektrinė grandinė arba sudėtingas 
statinys. Ir dažnai būna, kad vienos srities, pavyzdžiui tamprumo 
teorijos, laimėjimai yra gretimų sričių — hidrodinamikos, aerodi- 
namikos arba branduolinės fizikos — laimėjimų priežastis. 

10. Naujos funkcijos. Iki šiol pasakojome, kaip taikomos tos 
funkcijos, kurios nagrinėjamos mokykloje. Jos vadinamos elemen- 
tariosiomis funkcijomis. Bet yra daug uždavinių, kuriems išspręsti 
jų neužtenka. Pavyzdžiui, žinant elipsės pusašius a ir b, negalima 
išreikšti jos lanko ilgio elementariosiomis funkcijomis. Ieškant 
jos lanko ilgio, reikia apskaičiuoti integralą 


[Уа sin? tb? cos? i dt 


arba i$ jo gaunamą integralą 
|» [Vazesu-x) 
f e СА dx. (1) 


Tačiau visos XVIII a. ir XIX a. pradžios matematikų pastangos 
išreikšti šį integralą tokiomis funkcijomis, kaip у=ех, y=ln x, 
y=sinx, y=arcsinx ir t. t, buvo nesėkmingos. Kodėl taip yra, 
paaiškėjo tik XIX a. viduryje, kai didysis rusų mokslininkas 
P. Čebyšovas ir kiti matematikai ištyrė, kuriais atvejais elemen- 
tariųjų funkcijų integralus galima išreikšti elementariosiomis 
funkcijomis, o kuriais — negalima. 

Jau XVIII a. pabaigoje buvo išskirti integralai, kurie apibend- 
rino (1) išraiškos integralus, būtent 


f R(x, V P(x))dx; 


čia R(x, y) — racionali kintamųjų x ir y funkcija, o P(x) — ket- 
virtojo laipsnio daugianaris. Tokie integralai buvo pavadinti elip- 
siniais, nes pirmą kartą su jais susiduriame, apskaičiuodami elip- 
sės lanko ilgį. Kartais elipsinius integralus pavykdavo išreikšti 
elementariosiomis funkcijomis, pavyzdžiui 


[ 7E; = 


(antrojo laipsnio daugianaris — atskiras ketvirtojo laipsnio diii: 
gianario atvejis). 
„Zymusis norvegų „matematikas Nilsas Henrikas Abelis, kuris 
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mn finie], Pia donee us XIX a. cA SUE hy. 
manas, K. Jakobis (1804— 1851), Vejerštrasas ir kiti. 

Garsioji Sofija Kovalevskaja (1850—1891), panaudojusi elip- 
sines ir dar bendresnes funkcijas, išsprendė ilgą laiką matemati- 
kus dominusį vilkelio judėjimo uždavinį. Už šį darbą jai buvo 
paskirta Paryžiaus Mokslų Akademijos premija. 

Dabar gamtos moksluose vartojama nepaprastai daug įvairiau- | 
sių funkcijų, kurių kiekvieną atitinka neaprėpiamas formulių skai- 
čius. Ir tik šiandien pradėti kurti metodai, kurie padeda iš vienų 
pozicijų nagrinėti visą šį funkcijų ir jas atitinkančių iormulių 
chaosą. Bet tai jau šiuolaikinės matematikos sritis, netelpanti šios, 
knygos. rėmuose. 


TURINYS 


Pratarmė 
I skyrius 
Kaip atsirado ir plėtojosi funkcijos sąvoka 


1. Raštininkai ir lentelės (4). 2. Grafinis priklausomybių vaizdavimas (6). 
3. Kintamieji dydžiai (7). 4. Kreivės ir lygtys (8). 5. Algebrinės ir transcen- 
dentinės kreivės (9). 6. Termino gimimas (12). 7. Ginčas dėl funkcijos (14). 
8. Funkcijos esmė ir regimybė (15). 9. Funkcijų teratologija (16). 10. Funk- 
cijos, atvaizdžiai ir atitiktys (17). 


II skyrius 


Nuo aukuro iki radiolokatoriaus 


1. Kūgio pjūviai (19). 2. Kūgio pjūvių savybės (20). 3. Kūgio pjūvių braižy- 
mas (22). 4. Pabūklai ir mokslininkai (23). 5. Įtakos sritys (25). 6. Kūgio pjū- 
vių optinės savybės (26). 7. Gyvsidabrio veidrodis (29). 8. Žemės forma ir 
radijo bokštas (31). 


III skyrius 
Mokslas apie begalybę 


J. Begalybė (33). 2. Atomistika ir begalinės mažybės (34). 3. Aktualioji ir po- 
tencialioji begalybė (36). 4. Atomizmo atgimimas (37). 5. Nedalomųjų geomet- . 
rija (39). 6. Greitis ir liestinė (41). 7. Fliuentos ir fliuksijos (43). Visuotinė 
charakteristika (45). 9. Begalinių mažybių skaičiavimas (46). 10. Šuns krei- 
vé (49). 11. Evoliutės ir evolventės (50). 12. Kreivis (50). 13. Matematika ir . 
statybos menas (52). 14. Tamprumo kreivės diferencialinė lygtis (54). 15. Iš 
pradžių — sienos, paskui — pamatas (55). 16. Išvestinė —tai greitis (57). . 
17. Pirmykštė funkcija ir integralas (59). 18. Apibrėžtinis integralas (60). 
19. Diferencialo atgimimas (63). i 


IV skyrius 
Optimalių sprendinių beieškant 


1. Optimizavimo uždaviniai (64). 2. Funkcijų didėjimas ir mažėjimas. Maksi- 
mumai ir minimumai (65). 3. Didonės uždavinys (67). 4. Optimalusis grei- 
lis (68). 5. Stipriausia sija (68). 6. Sijos jlinkis (69). 7. Sukoncentruota apkro- 
va (70). 8. Skubantis šviesos spindulys (71). 9. Daubos, kalvos ir balnakal- 
niai (72). 10. Elbrusas ir Kryžiaus perėja (74). 11. Liūto medžioklė dykumo- 
je (75). 12. Polaidžio vandens keliu (77). 13. Uždaviniai su apribojimais (79). 
14. Liūtas atpažįstamas iš nagų (80). 
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V skyrius 
Organinės medžiagos augimo ir išlyginimo dėsniai 


1. Ūmus dauginimasis (84). 2. Geometrinė progresija (85). 3. Nuo sudėtinių 
procentų iki rodiklinės funkcijos (86). 4. Radioaktyvusis skilimas (87). 5. Vie- 
nas žmogus sulaiko laivą (88). 6. Skaičius e (89). 7. Lynas, vienodai atsparus 
irükiui (90). 8. Organinės medžiagos augimo diferencialinė lygtis (90). 9. Sa- 
kotinės grandininės reakcijos (92). 10. Neutronų dauginimosi lygties tyri- 
mas (94). 11. Pereinamieji procesai (96). 12. Kritimas su parašiutu (97). 13. Ro- 
diklinė funkcija ir biologija (98). 14. Kaip barometru matuojamas aukštis (99). 
15. Ciolkovskio dėsnis (99). 16. Muzika ir logaritmai (100). 17. Logaritmai ir 
pojūčiai (101). 18. Odė eksponentei (102). 19. Polinės koordinatės (103). 
20. Pasikeitusi gimstu iš naujo (104). 21. Logaritminė spiralė gamtoje ir tech- 
nikoje (106). 22. Grandininė kreivė (107). 


VI skyrius 
Svyravimų matematika 


1. Periodiniai procesai ir svyravimai (108). 2. Svyravimo skaitinės charakteris- 
tikos (110). 3. Iš trigonometrijos istorijos (112). 4. Harmoniniai svyravi- 
mai. (113). 5. Svyravimų sudėtis (114). 6. Mūša (115). 7. Skriejiko-švaistiklio 
mechanizmas (116). 8. Spektrinė svyravimų analizė (117). 9. Spektrinė funk- 
cijų analizė (117). 10. Praktinis spektrinės analizės taikymas (118). 11. Har- 
moniniai svyravimai ir tamprumo jėga (118). 12. Harmoninių svyravimų dife- 
rencialinė lygtis (120). 13. Svyruoklės svyravimas (121). 14. Priverstiniai svy- 
ravimai. Rezonansas (122). 15. Slopinamieji svyravimai (124). 16. Modeliavi- 
mas (126). 


VH skyrius 


Kaip pradėjo veikti „būties ir nebūties hibridas“ 


1. Nereikalingas grožis (127). 2. Kompleksiniai skaičiai ir trigonometrija (128). 
3. Laipsninės eilutės (128). 4. Nuostabioji formulė (130). 5. Oilerio formule (131). 
6. Matematikų karalius ir matininkas (133). 7. Geografija ir matematika (134). 
к. Koniorminiai * atvaizdžiai ir kompleksiniai skaičiai (137). 9. Hidredinamika 
ir tamprumas (138). 10. Naujos funkcijos (139). 
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